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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation und Hintergrund

Beim Entwurf von Kommunikations-, Verkehrs- und Versorgungsnetzwerken besteht eine
der wesentlichen Aufgaben darin, die beteiligten Objekte méoglichst kostengilinstig mit-
einander zu verbinden. Gleichzeitig miissen diese Netzwerke gewisse Rahmenbedingungen
erfiillen. Zum Beispiel konnte gefordert sein, dass der ,Weg" zwischen zwei verschiedenen
Objekten eine bestimmte Linge nicht iiberschreiten darf.

Zur Modellierung solcher Netzwerke, bzw. allgemein zur Modellierung einer Ansamm-
lung von geometrischen Objekten mit Beziehungen untereinander, werden in der Informatik
sogenannte geometrische bzw. euklidische Graphen verwendet. Ein geometrischer Graph
ist ein ungerichteter Graph G = (S, F), dessen Eckenmenge S eine endliche Punktmenge
aus dem R? ist. Wird zudem jeder Kante e = {p,q} € E eines solchen geometrischen
Graphen G = (S, E) der Euklidische Abstand der beiden Endecken p und ¢ als Kanten-
gewicht zugeordnet, so wird der dadurch induzierte gewichtete geometrische Graph als ein
euklidischer Graph bezeichnet.

Bei der Modellierung eines der oben angesprochenen realen Netzwerke anhand eines
geometrischen Graphen G = (5, F) korrespondieren die geometrischen Objekte mit den
Ecken aus S und die Verbindungen zwischen den geometrischen Objekten mit den Kanten
aus E. Weiterhin kénnen mit Hilfe von zusétzlichen Kantengewichten die Kosten fiir die
einzelnen Verbindungen zwischen den geometrischen Objekten modelliert werden. Zur Ver-
einfachung wird dabei in der Regel angenommen, dass die Kosten einer Verbindung zweier
Objekte der geometrischen Distanz zwischen diesen Objekten entsprechen. Die Hinzunah-
me von Kantengewichten fithrt demnach zu euklidischen Graphen.

Beim Entwurf eines Netzwerks fiir geometrische Objekte, also dem Entwurf eines eukli-
dischen Graphen G = (S, E) fiir eine endliche Punktmenge S C R¢, miissen im Allgemeinen
gewisse Kriterien beriicksichtigt werden. In vielen Anwendungen ist es z.B. wichtig, eine

moglichst ,kurze“ Verbindung zwischen zwei Punkten p,q € S zu gewéhrleisten.

1
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(a) Vollsténdiger Graph (b) Spannbaum

Abbildung 1.1: Der Entwurf eines euklidischen Graphen einer Punktmenge in der Ebene als
vollstindiger Graph (a) und als Spannbaum (b). Der vollstindige Graph besitzt (') = 45 Kanten.
Die euklidische Lange des kiirzesten Weges im Spannbaum zwischen den beiden rot markierten
Punkten ist um ein Vielfaches grofer als der Euklidische Abstand beider Punkte.

In diesen Féllen besteht ein offensichtlicher Ansatz darin, den vollstindigen euklidi-
schen Graphen G = (S, F) als Graphen zur Modellierung des (gewtinschten) Netzwerks zu
wahlen. Der Nachteil dieses Ansatzes besteht jedoch darin, dass der vollstdndige Graph
zwar fiir zwei Ecken p,q € S die Kante {p,q} enthilt, die Kantenmenge F jedoch aus
('gl) e O(|S[*) Kanten besteht, vgl. Abbildung 1.1 (a). Fiir die meisten Anwendungen
wire das durch diesen Graphen modellierte Netzwerk aufgrund der quadratischen Anzahl
an Verbindungen und der sich dadurch ergebenden (hohen) Kosten vermutlich nicht von
Interesse.

Ein anderer Ansatz fiir den Entwurf eines solchen Netzwerks ergibt sich iiber die Kon-
struktion eines Spannbaums: Wird fiir die Punktmenge S C R? ein Spannbaum als zugrun-
deliegender Graph gewihlt, so besitzt dieser im Gegensatz zum vollstindigen Graphen eine
in der Anzahl der Punkte aus S lineare Anzahl von Kanten. Bei einem solchen Spannbaum
kann jedoch die (euklidische) Lénge des kiirzesten Weges zwischen zwei Punkten p,q € S
beliebig langer sein als der Euklidische Abstand beider Punkte, vgl. Abbildung 1.1 (b).

Eine Alternative zu diesen beiden Extremfillen bieten sogenannte Spanner-Graphen.
Dabei ist ein (euklidischer) Spanner-Graph fiir eine endliche Punktmenge S C R? ein
euklidischer Graph G = (S, F), dessen Kantenmenge E die Kanten eines Spannbaums fiir
S enthilt. Gilt zudem, dass die (euklidische) Linge des kiirzesten Weges zwischen zwei
Ecken p und ¢ aus S hochstens t-mal so lang ist, wie der Euklidische Abstand der beiden
Ecken, so heift ein solcher Spanner-Graph ein t-Spanner fiir S. Der minimale Wert ¢/, fiir
den ein euklidischer Graph G = (S, E) ein t’-Spanner fiir seine Eckenmenge S ist, wird als
die Dilatation von G bezeichnet.

Der vollstindige euklidische Graph einer endlichen Punktmenge S C R besitzt mit den
obigen Definitionen eine Dilatation von 1. Da die mit Hilfe von vollstdndigen Graphen mo-
dellierten Netzwerke jedoch aufgrund der hohen Kantenanzahl in vielen Anwendungen zu
kostspielig sein diirften, ist es von Interesse, sogenannte dinn besetzte Spanner-Graphen

mit geringer Dilatation zu konstruieren. Ein diinn besetzter Spanner-Graph einer endli-
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chen Punktmenge S C R? ist ein Spanner-Graph G = (S, E), dessen Kantenanzahl linear
in der Anzahl der Ecken ist, d.h. fiir den |E| € O(|S]) gilt. In der Literatur finden sich
viele Arbeiten zur Konstruktion und Analyse von (diinn besetzten) Spanner-Graphen. We-
sentlichen Einfluss auf dieses Gebiet hat eine von Callahan und Kosaraju [27] entwickelte
Datenstruktur namens well-separated pair decomposition (WSPD). Wie Callahan und Ko-
saraju zeigen, ist es mit Hilfe dieser Datenstruktur méglich, zu einer beliebigen endlichen
Punktmenge S C R? und einer beliebigen reellen Konstante ¢ > 0 in einer Laufzeit von
O(|S]log|S|) einen diinn besetzten (1 + ¢)-Spanner fiir S zu berechnen.

Ein mit der Konstruktion von diinn besetzten Spanner-Graphen verwandtes Problem
ist die sogenannte ,Ausdiinnung“ von Spanner-Graphen. Mehrere Autoren, unter ihnen
Gudmundsson et al. [43], haben sich mit der Frage beschéftigt, bis zu welchem Grad ein
gegebener t-Spanner (¢ > 1) durch Weglassen von Kanten ausgediinnt werden kann, ohne
dass sich die Dilatation zu sehr vergrofert. Gudmundsson et al. sind dabei zu dem Ergebnis
gelangt, dass zu einem gegebenen t-Spanner G = (5, E) einer endlichen Punktmenge S C
R? fiir jede reelle Konstante ¢ > 0 ein Teilgraph G’ = (S, E') mit |E’| € O(|S]) konstruiert
werden kann, welcher eine Dilatation von hochstens (1 + ¢)t besitzt.

Dieser Ausdiinnungsalgorithmus, welcher im Modell der real random access machine
(real-RAM) formuliert und analysiert worden ist, wurde anschliefend von Gudmundsson
und Vahrenhold [45] in das von Aggarwal und Vitter [2] vorgestellte 1/O-Modell {iber-
tragen. Im I/O-Modell wird die Untersuchung von Algorithmen formalisiert, die Daten
auf zwei Ebenen einer zugrundeliegenden Speicherhierarchie verwalten. Ein (klassisches)
Beispiel fiir ein solches Paar von Ebenen ist das Paar Hauptspeicher-Sekundéarspeicher.
Dieses Paar veranschaulicht besonders gut, dass zwischen den Zugriffszeiten auf Datenele-
mente unterschiedlicher Ebenen erhebliche Geschwindigkeitsunterschiede bestehen kénnen,
so dass bei Bearbeitung grofer Datenmengen der Transfer von Datenelementen und nicht
die Anzahl der von der CPU ausgefiithrten Operationen fiir die tatséchliche Laufzeit eines
Algorithmus auf einer real existierenden Computerarchitektur entscheidend ist.

Im I/O-Modell von Aggarwal und Vitter treten neben dem Parameter N fiir die Anzahl
der untersuchten Datenelemente auch die Parameter M und B auf. Der Parameter M gibt
dabei die Anzahl der Datenelemente an, die gleichzeitig im Hauptspeicher gehalten werden
kénnen. Der Hauptspeicher und der Sekundéarspeicher sind weiterhin in Blocke fester Grofe
partitioniert. Die Grofe eines Blocks von Datenelementen wird im I/O-Modell durch den
Parameter B festgelegt. Die CPU kann im 1/0-Modell weiterhin nur auf Datenelementen
operieren, die sich im Hauptspeicher befinden. Die dafiir benétigten Datenelemente wer-
den dazu mittels sogenannter I/0O-Operationen zwischen dem Sekundérspeicher und dem
Hauptspeicher bewegt. Eine solche Operation besteht aus dem Transfer eines Blocks zu-
sammenhingender Datenelemente vom Sekundérspeicher in den Hauptspeicher oder vom

Hauptspeicher in den Sekundérspeicher. Als Kriterium fiir die Giite eines Algorithmus

17Zu beachten ist hierbei, dass der Wert ¢ in die ,versteckte“ Konstante der O-Notation eingeht.
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werden im I/O-Modell die Anzahl der bendtigten I/O-Operationen sowie die Anzahl der
verwendeten Sekundérspeicherblécke verwendet.

In der Literatur finden sich zahlreiche Arbeiten, die sich mit im Kontext des 1/0-
Modells effizienten Algorithmen befassen. Ein grundlegendes Ergebnis hinsichtlich der I/0O-
effizienten Konstruktion von diinn besetzten Spanner-Graphen stellt das von Govindarajan
et al. [40] entwickelte I/O-effiziente Verfahren zur Konstruktion einer WSPD fiir eine end-
liche Punktmenge aus dem R? dar. Mit Hilfe dieses Verfahrens zur Konstruktion einer
WSPD zeigten Govindarajan et al., dass analog zu der oben angesprochenen Ubertragung
des Ausdiinnungsalgorithmus vom RAM-Modell in das I/O-Modell eine Ubertragung des
Verfahrens zur Konstruktion diinn besetzter Spanner-Graphen vom RAM-Modell in das
I/O-Modell moglich ist.

Ein allgemeines Modell fiir mehrstufige Speicherhierarchien, welches das 1/0O-Modell
als Spezialfall enthélt, ist das von Frigo et al. [38] vorgestellte cache-oblivious-Modell.
Die Grundidee dieses Modells besteht darin, einen Algorithmus wie im RAM-Modell (ohne
Annahme einer Speicherhierarchie) zu entwerfen und ihn wie im I/O-Modell ohne Kenntnis
der genauen Belegungen der Variablen M und B zu analysieren. Dies hat zur Konsequenz,
dass ein in diesem Modell als optimal erkannter Algorithmus simultan auf jeder Ebene der
zugrundeliegenden Speicherhierarchie optimal ist.

Ziel dieser Arbeit ist es, die im RAM- bzw. I/O-Modell formulierten Algorithmen zur
Konstruktion diinn besetzter Spanner-Graphen bzw. zur Ausdiinnung dichter Spanner-
Graphen in das cache-oblivious-Modell zu iibertragen, d.h. die entsprechenden algorith-
mischen Bausteine so zu realisieren, dass sie im Kontext dieses Modells eine mdglichst
gute asymptotische Komplexitit besitzen. Zur Veranschaulichung der Arbeitsweise der
Konstruktions- und Ausdiinnungsalgorithmen soll zudem eine programmtechnische Reali-

sierung durchgefiihrt werden, der die entsprechenden Algorithmen zugrunde liegen.

1.2 Aufbau der Arbeit

Im weiteren Verlauf dieses Kapitels werden einige Voraussetzungen festgelegt und ausge-
wihlte mathematische Grundlagen aus dem Bereich der Graphentheorie dargelegt.

In Kapitel 2 werden die oben angesprochenen Berechnungsmodelle beschrieben. Dabei
wird auch auf einige Aspekte real existierender Computerarchitekturen und deren Spei-
cherhierarchien eingegangen.

In Kapitel 3 erfolgt die Beschreibung und Analyse einiger fiir das cache-oblivious-Modell
konzipierter Algorithmen und Datenstrukturen, die in den darauffolgenden Kapiteln ver-
wendet werden.

Wesentlich fiir das Verfahren zur Konstruktion diinn besetzter Spanner-Graphen bzw.
zur Ausdiinnung dichter Spanner-Graphen ist die WSPD-Datenstruktur von Callahan und

Kosaraju [27]. Diese wird in Kapitel 4 ausfiihrlich beschrieben. Zudem wird ein im Kon-
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text des cache-oblivious-Modell optimales Verfahren zur Konstruktion einer WSPD gege-
ben, welches sich durch einige in dieser Arbeit entwickelte Anderungen des 1/O-effizienten
Verfahrens von Govindarajan et al. [40] ergibt.

Wie auch im RAM- bzw. [/O-Modell fiithrt die effiziente Berechnung einer WSPD im
cache-oblivious-Modell direkt zu einem effizienten Verfahren zur Konstruktion diinn besetz-
ter Spanner-Graphen. Dieses im Kontext des cache-oblivious-Modells effiziente Verfahren
zur Konstruktion von Spanner-Graphen ist Inhalt des Kapitels 5.

In Kapitel 6 wird analog zur Ubertragung der Konstruktionsalgorithmen das I1/O-
effiziente Verfahren von Gudmundsson und Vahrenhold [45] zur Ausdiinnung dichter Span-
ner-Graphen in das cache-oblivious-Modell iibertragen.

Zur Veranschaulichung der Arbeitsweise der Konstruktions- und Ausdiinnungsalgorith-
men wurde eine programmtechnische Realisierung durchgefiihrt. Diese wird in Kapitel 7
ausfiihrlich beschrieben.

Abschliefiend werden in Kapitel 8 die in dieser Arbeit entwickelten Ergebnisse zusam-

mengefasst und ein Ausblick auf mogliche Anwendungen dieser Ergebnisse gegeben.

1.3 Vorbemerkungen und Definitionen

1.3.1 Voraussetzungen

Zum Verstdndnis der Arbeit werden Grundkenntnisse aus dem Bereich der Informatik als
bekannt vorausgesetzt, die i. A. im Grundstudium eines Informatikstudiums oder eines dhn-
lichen Studiengangs behandelt werden. Als Nachschlagewerk fiir evtl. unbekannte Begriffe
und Methoden eignet sich z.B. das Werk von Cormen et al. [32].

1.3.2 Graphen

Die folgenden Ausfiihrungen basieren auf den Werken von Bollobés [18], Jungnickel [47]
und Diestel [35] und geben ein kurzen Uberblick iiber einige in dieser Arbeit verwendete

Konzepte aus dem Bereich der Graphentheorie geben.

Grundlegende Definitionen

Ein (ungerichteter) Graph ist ein Paar G = (V,E) disjunkter Mengen V und E mit
E C [V]?, wobei [V]? die Menge aller zweielementigen Teilmengen von V ist. Die Elemente
aus V werden als Ecken und die Elemente aus F als Kanten bezeichnet. Entsprechend heifit
die Menge V die Eckenmenge und die Menge E die Kantenmenge von G. Besitzt die Menge
V unendlich viele Elemente, so heift der Graph unendlich; ansonsten heifit er endlich.?2 Die
Michtigkeit |V] der Eckenmenge wird als die Ordnung von G bezeichnet. Endliche Gra-

phen sind also Graphen mit endlicher und unendliche Graphen mit unendlicher Ordnung.

2In dieser Arbeit werden ausschlieRlich endliche Graphen betrachtet.
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(a) G (b) G’ (c) G”

Abbildung 1.2: Ein Graph G und zwei Teilgraphen G’ und G” von G, vgl. Diestel [35]. Im
Gegensatz zu G’ ist G” kein Untergraph von G.

Weiterhin heiftt der Graph G = ((),0) der leere Graph. Alle anderen Graphen werden als
nicht-leere Graphen bezeichnet.

Ein Graph G' = (V', E’) heikt Teilgraph eines Graphen G = (V| E), geschrieben G’ C
G,wenn V' C V und E’ C E gilt. Der Graph G ist in diesem Fall ein Obergraph von G’ und
man sagt, dass der Graph G den Graphen G’ enthdlt. Der Teilgraph G’ heikt aufgespannt
von V' in G, wenn er alle Kanten {z,y} € E mit z,y € V' enthilt. Dieser spezielle Typ
eines Teilgraphen von G wird als Untergraph von G bezeichnet. Anhand Abbildung 1.2
wird veranschaulicht, dass nicht jeder Teilgraph eines Graphen G ein Untergraph von G
sein muss.

Sei G = (V, E) ein nicht-leerer Graph. Eine Ecke v € V heifst mit einer Kante e €
FE inzident, wenn v € e gilt. Die beiden mit einer Kante inzidenten Ecken heifsen die
Endecken der Kante. Zwei Ecken v und w aus V sind benachbart und heiken Nachbarn,
wenn {v, w} € E gilt. Die Menge der mit einer Ecke v € V benachbarten Ecken aus V' wird
als die Nachbarschaft T'c(v) von v bezeichnet. Entsprechend heifien zwei Kanten e, f € E
mit e # f benachbart, falls sie eine gemeinsame FEndecke besitzen. Sind je zwei (beliebige)
Ecken v,w € V benachbart, so heit der Graph G wollstindig. Der Grad dg(v) = d(v)
einer Ecke v € V wird als die Anzahl der mit v inzidenten Kanten definiert; es gilt somit
d(v) = |T'g(v)|. Eine Ecke vom Grad 0 heifit isoliert.

Ein Graph G = (V, E) heifst ein gewichteter Graph, wenn es eine Abbildung w : F — R
gibt, die jeder Kante e € E ein Kantengewicht w(e) € R zuordnet.

Wege und Zusammenhang

Ein Weyg ist ein nicht-leerer Graph P = (V| E) der Gestalt

V= {:E[)a Ty 727/6}7 E= {{an ‘Tl}v {xla 132}, ey {xk—la xk}}a

wobei die Ecken x; paarweise verschieden sind. Die Ecken z1,...,z;_1 werden als die
inneren Ecken von P bezeichnet. Die Linge des Weges P ist definiert als die Anzahl
seiner Kanten. Ein Weg wird oft durch die natiirliche Folge P = xgx; ...} seiner Ecken
beschrieben. Die Ecke xg heiftt weiterhin die Anfangsecke und die Ecke zp die Endecke
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von P. Ein Weg P = zox; ...z wird als ein Weg von zg nach xp oder auch als ein Weg
zwischen xg und xy bezeichnet. Ist P = xox1...25—1 ein Weg und k > 3, so heift der
Graph

C = ({{1‘0, . ,xk_l}, {{.1‘0, .rl}, {xl, .7}2}, ey {J}k_g, .rk_l}, {-Tk:—ly ZL‘o}})

ein Kreis, vgl. Abbildung 1.3. Enthélt ein Graph keine Kreise, so wird er kreisfrei oder

azyklisch genannt.

(a) G (b) P (c) C

Abbildung 1.3: Ein Weg P und ein Kreis C in G, vgl. Diestel [35]

Ein nicht-leerer Graph G = (V, E) heifst zusammenhdngend, wenn er fiir je zwei ver-

schiedene Ecken z,y € V einen Weg von z nach y enthilt.

Biume und Wilder

Enthilt ein Graph keinen Kreis, so heifft er Wald. Fin zusammenhingender Wald wird
als ein Baum bezeichnet. Die Ecken eines Baums werden zum besseren Verstdndnis im
Folgenden vorwiegend als Knoten bezeichnet. Die Knoten eines Baums mit Grad 1 werden
Blatter genannt. Ein Teilbaum eines Baums T = (V, E) ist ein Teilgraph von T, welcher
selbst wieder ein Baum ist. Ein Baum wird weiterhin als ein Wurzelbaum oder gewurzelter
Baum bezeichnet, wenn es in ihm einen fest gewdhlten ausgezeichneten Knoten gibt. Der
ausgezeichnete Knoten ist in diesem Fall die Wurzel des Baums. In einem gewurzelten
Baum 7' = (V, E) mit Wurzel r € V wird ein Knoten v € V als ein Vorfahre (oder
Vorganger) eines weiteren Knotens w € V und w als ein Nachfahre (oder Nachfolger)
bezeichnet, wenn v in dem (einzigen) Weg von r nach w enthalten ist. Weiterhin heifst ein
Knoten v € V der Vater eines weiteren Knotens w € V und der Knoten w ein Kind von
v, wenn v ein Vorfahre von w ist und {v,w} € E gilt. Fiir zwei Knoten v,w € V wird ein
Knoten w € V als der kleinste gemeinsame Vorfahre bezeichnet, wenn u sowohl von v als

auch von w ein Vorfahre ist und es keinen Nachfahren von u mit dieser Eigenschaft gibt.

Spannbiume und Spanner-Graphen

Ein zusammenhéngender Teilgraph G’ = (V, E’) eines zusammenhéngenden Graphen G =

(V, E) wird ein Spanner-Graph von G genannt. Ist ein Spanner-Graph G’ = (V, E’) eines
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(a) Spannbaum (b) Spanner-Graph

Abbildung 1.4: Ein Spannbaum bzw. Spanner-Graph eines Graphen

zusammenhéngenden Graphen G = (V, E) ein Baum, so wird G’ auch als ein Spannbaum
von G bezeichnet, vgl. Abbildung 1.4.

Gerichtete Graphen

In dieser Arbeit werden gelegentlich auch gerichtete Graphen betrachtet. Nach Jungnickel
[47] ist ein gerichteter Graph ein Paar G = (V| F) disjunkter Mengen V und E, wobei E
eine Menge aus geordneten Paaren (v,w) mit v,w € V und v # w ist. Die Elemente aus
V werden analog zu einem (ungerichteten) Graphen als Ecken und die Elemente aus E als
Kanten bezeichnet. Fiir eine Kante ¢ = (v,w) € E werden v und w die Endecken und v
bzw. w die Anfangsecke bzw. Endecke von e genannt. Eine Ecke w € V heilt ein direkter
Nachfolger einer Ecke v € V mit v # w, wenn (v,w) € E gilt. In diesem Fall heilt die
Ecke v auch ein direkter Vorginger von w. Der Ausgangsgrad d(v) einer Ecke v € V ist
definiert als die Anzahl aller Kanten aus F, die v als Anfangsecke besitzen. Entsprechend
gibt der Eingangsgrad dg(v) einer Ecke v € V die Anzahl aller Kanten aus F an, die v
als Endecke besitzen. Die fiir ungerichtete Graphen eingefiithrten Begriffe und Notationen
lassen sich i. A. direkt auf gerichtete Graphen iibertragen, vgl. Jungnickel [47].

Aus der Definition eines gerichteten Graphen ergibt sich eine alternative Definition
eines ungerichteten Graphen, die an einigen Stellen in dieser Arbeit verwendet wird: Ein
gerichteter Graph G = (V, E) wird auch als ein ungerichteter Graph bezeichnet, wenn fiir
jede Kante (v, w) € E auch (w,v) € E gilt.



Kapitel 2
Berechnungsmodelle

Zur Entwicklung und Analyse von Algorithmen werden in der Informatik sogenannte Be-
rechnungsmodelle herangezogen. Diese stellen Abstraktionen real existierender Computer-
architekturen dar und sollen im Allgemeinen zwei wesentliche Eigenschaften erfiillen: Zum
Einen soll ein Berechnungsmodell die zu modellierenden Computerarchitekturen méoglichst
gut reprisentieren, d. h. detailliert genug sein, um die , Effizienz* von Algorithmen mdéglichst
gut vorhersagen zu kénnen. Zum Anderen soll ein Berechnungsmodell hinreichend simpel
gehalten sein, um einen einfachen Entwurf und eine einfache Analyse der Algorithmen zu
gewihrleisten. Berechnungsmodelle kénnen also als idealisierte Modellrechner aufgefasst
werden, um die Effizienz von Algorithmen zu analysieren, die auf (verschiedenen) realen

Computerarchitekturen ablaufen.

In diesem Kapitel werden drei Berechnungsmodelle vorgestellt. Das erste ist das in
der Informatik weit verbreitete (real-)RAM-Modell. Dieses wird in Abschnitt 2.2 kurz
dargelegt. In den Abschnitten 2.3 und 2.4 werden anschliefend das I/O- und das cache-
oblivious-Modell ausfiihrlich beschrieben. In Hinblick auf die Beschreibung bzw. auf ein
besseres Verstdndnis dieser beiden Modelle wird dazu in Abschnitt 2.1 das Prinzip von
Speicherhierarchien beschrieben, welche sich heutzutage in vielen Computerarchitekturen

wiederfinden.

2.1 Reale Computerarchitekturen

In diesem Abschnitt werden einige grundsétzliche Merkmale heutiger Computerarchitek-
turen besprochen, welche zur Beschreibung des I/O- bzw. cache-oblivious-Modells wichtig
sind. Dabei wird nicht auf die spezifischen Eigenschaften ausgewdhlter Computersysteme
eingegangen, sondern vielmehr auf allgemeine Konzepte, die bei der Konstruktion dieser

Systeme Anwendung finden.
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2.1.1 Speicherhierarchien

Aus 6konomischen und technologischen Griinden besitzen heutige Computerarchitekturen
im Allgemeinen Speicherhierarchien, die sich jeweils aus mehreren Speicherebenen zusam-
mensetzen. Jede Ebene einer solchen Hierarchie greift auf Speichertypen unterschiedlicher
Bauart zuriick, welche sich in ihren Kosten und Leistungseigenschaften unterscheiden. We-
sentliches Merkmal dieser Speicherhierarchien ist, dass der Speicher einer Speicherebene
grofer wird, je weiter die Ebene von der CPU _entfernt” liegt, die Zugriffszeiten auf die
Speicherzellen der jeweiligen Speicher jedoch mit wachsender Entfernung der zugehori-
gen Ebene zur CPU (stark) ansteigen; die Ebenen einer solchen Hierarchie sind also i. A.
nach sinkender Zugriffszeit und steigender Speicherkapazitit angeordnet. In Abbildung 2.1
wird eine typische Speicherhierarchie schematisch dargestellt. Diese setzt sich aus einem
L1-Cache, L2-Cache, L3-Cache, Hauptspeicher und einer oder mehreren Festplatte zusam-
men. Die Register werden dabei oft als Bestandteil der CPU und nicht als eigenstdndige

Speicherebene einer solchen Hierarchie angesehen.

Interner Speicher | Externer Speicher
,,,,,,,,,, |k

SRR
-

CPU

.
oooo
Register

Cache Hauptspeicher Festplatte(n)

Schnelle und kleine Speicher

Langsame und grofe Speicher

Abbildung 2.1: Eine (typische) Speicherhierarchie, die sich aus mehreren Ebenen zusammensetzt.
Die Ebenen unterscheiden sich unter anderem in der Grofse ihrer Speicher und in den Zugriffszeiten
auf diese Speicher.

Aufgrund der grofsen Unterschiede in den Zugriffszeiten auf die Speicherzellen zwi-
schen dem Hauptspeicher und den Festplatten werden die Speicherebenen von der CPU
bis einschlieklich zum Hauptspeicher oft als der interne Speicher und alle weiteren, also
Festplatten und andere Sekundirspeichermedien, als der externe Speicher einer Compu-

terarchitektur obigen Typs bezeichnet.
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Reale Speicherhierarchien erfiillen weiterhin i. A. eine sogenannte Inklusionseigenschaft:
Sind die Ebenen einer Speicherhierarchie der Grofie ihrer Speicher nach aufsteigend num-
meriert, so bilden die Datenelemente im Speicher der Ebene i eine (echte) Teilmenge der
Datenelemente im Speicher ¢ + 1. Der Speicher der von der CPU am weitesten entfernt
liegenden Ebene enthilt dabei alle (aktuellen) Datenelemente.

Die Inklusionseigenschaft von Speicherhierarchien wird in Abbildung 2.2 vereinfacht
dargestellt. Die CPU hat dabei nur auf den Speicher der obersten Ebene direkten Zugriff.
Befindet sich bei einem Zugriff der CPU auf den Speicher der obersten Ebene ein refe-
renziertes Datenelement in diesem Speicher, so tritt ein Treffer (cache hit) auf und das
referenzierte Datenelement wird der CPU iibergeben. Ansonsten tritt ein Fehlzugriff (ca-
che miss) auf, was zu einem Transfer von Datenelementen aus dem Speicher einer unteren

Ebene in den Speicher der obersten Ebene fiihrt.

CPU

Transfer von A
Datenelementen

Ebene 1 S

Ebene 2 >
langsamer . schneller

und R und
grofer . kleiner

Ebene n-1

Ebene n

Abbildung 2.2: Inklusionseigenschaft von Speicherhierarchien

Fiir den effizienten Transfer von Datenelementen sind die Speicher aller Ebenen jeweils
in Blécke aufgeteilt. Ein solcher Block besteht aus einem zusammenh#ngenden Teil des zu-
gehorigen Speichers und besitzt pro Ebene eine feste Grofse. Die Blockgrofen unterschied-
licher Ebenen variieren dabei im Allgemeinen und nehmen mit wachsender Entfernung zur
CPU zu. Die Bereiche eines Speichers, in denen ein Block abgelegt werden kann, werden
die Cache-Zeilen des Speichers genannt.

Der bei einem Fehlzugriff stattfindende Transfer von Datenelementen findet jeweils nur
zwischen zwei benachbarten Ebenen der Speicherhierarchie statt: Befindet sich ein referen-
ziertes Datenelement nicht im Speicher der Ebene i, so wird der Zugriff an den Speicher
der Ebene i+ 1 weitergeleitet. Da sich alle Datenelemente im Speicher der untersten Ebene
befinden, bricht dieser Vorgang nach endlich vielen Schritten ab. Der Datentransfer zwi-
schen zwei benachbarten Ebenen ¢ und ¢ + 1 geschieht dabei mit Hilfe von Blocktransfers,

also dem Transfer ganzer Blocke von Datenelementen.
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Ist der Speicher der Ebene i vor einem solchen Transfer voll belegt, so muss zuvor ein
Block aus dem Speicher der Ebene ¢ in den Speicher der Ebene ¢ + 1 ausgelagert werden.
Die Auswahl eines solchen Blocks geschieht mit Hilfe der Cache-Assoziativitdt und der
Ersetzungsstrategie des Speichers der Ebene i. Die Cache-Assoziativitit eines Speichers
begrenzt dabei die in Frage kommenden Cache-Zeilen, in denen ein Block abgelegt werden
kann. Sind dabei bei einem Transfer eines Blocks in den Speicher der Ebene i alle fiir diesen
Block moglichen Cache-Zeilen durch weitere Blécke belegt, so muss einer dieser Blocke in
den Speicher der Ebene i+ 1 ausgelagert werden. Die Auswahl eines entsprechenden Blocks
geschieht mit Hilfe der Ersetzungsstrategie des Speichers der Ebene i. Auf beide Begriffe

soll hier jedoch nicht n&her eingegangen werden.

2.1.2 Lokalitit von Programmen

Der Nutzen von Speicherhierarchien basiert auf der Lokalitdtseigenschaft von Computer-
programmen. Diese Eigenschaft setzt sich aus der raumlichen Lokalitdt und der zeitlichen
Lokalitdt zusammen:

Das Prinzip der rdumlichen Lokalitét besagt, dass bei Abarbeitung eines Computerpro-
gramms nach einem Zugriff auf ein Datenelement im Speicher in naher Zukunft mit hoher
Wahrscheinlichkeit auch Zugriffe auf benachbarte Datenelemente stattfinden werden. Ein
bekanntes, diesen Sachverhalt darstellendes Programmfragment, ist der sukzessive Zugriff
auf die Elemente eines Arrays, wie er z.B. durch eine for-Schleife realisiert werden kann.

Der Begriff der zeitlichen Lokalitdt beschreibt den Sachverhalt, dass bei Abarbeitung
eines Computerprogramms nach einem Zugriff auf ein Datenelement mit hoher Wahrschein-
lichkeit in naher Zukunft erneut auf dieses Datenelement zugegriffen wird. Zwei Beispiele
fiir die zeitliche Lokalitdt von Programmen sind z.B. das mehrmalige Traversieren eines
Arrays bei der Multiplikation von (kleinen) Matrizen oder der Zugriff auf eine Z&hlvariable

innerhalb einer for-Schleife.

2.1.3 Latenzzeiten

Mit dem Begriff Latenzzeit wird in der Informatik das Zeitintervall vom Ende eines Er-
eignisses bis zum Beginn einer Reaktion auf dieses Ereignis bezeichnet. Im Kontext von
Speicherzugriffen der CPU auf den Speicher bzw. auf die Speicherhierarchie bezeichnet die
Latenzzeit die Wartezeit der CPU, die nach einem Zugriff auf eine Speicherzelle auftritt.
Speicherhierarchien stellen den Versuch dar, die Wartezeit der CPU bei Abarbeitung
von Programmen moglichst gering zu halten. Dabei nutzen sie die rdumliche und zeitliche
Lokalitit dieser Programme, um fiir die CPU die Illusion eines Speichers zu erschaffen,
dessen Grofte der des Speichers der untersten Ebene und dessen Zugriffszeiten denen des

Speichers der obersten Ebene der zugrundeliegenden Speicherhierarchie entsprechen.
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Dieser Ansatz gelingt jedoch nur bedingt: Bei der Bearbeitung grofier Datenmengen
tritt das Problem auf, dass die Datenelemente nicht allesamt in die schnellen oberen Spei-
cher der Speicherhierarchie passen, was zu einem stidndigen Transfer von Daten aus den
Speichern der unteren Ebenen in die Speicher der oberen Ebenen fiihrt. Da die Zugriffszei-
ten der Speicher der unteren Ebenen sich i. A. erheblich von denen der Speicher der oberen
Ebenen unterscheiden, kann bei Bearbeitung solcher massiven Datenmengen der Transfer

von Daten eine wesentliche Rolle bei der tatséichlichen Laufzeit der Programme spielen.

2.2 Das Real-RAM-Modell

Eines der bedeutendsten mathematischen Modelle zur Analyse von Algorithmen und Da-
tenstrukturen stellt die random access machine (RAM) dar. Im RAM-Modell wird ein
Computer mit einem Speicher ausgestattet, der aus einer abzdhlbar unendlichen Menge
von Speicherzellen besteht. Die CPU hat direkten Zugrift auf die Zellen, von denen jede
eine ganze Zahl beliebiger Grofe speichern kann, vgl. Abbildung 2.3. Sowohl fiir den Zugriff
der CPU auf die Speicherzellen als auch fiir arithmetische Operationen der CPU wird ein

konstanter Zeitbedarf veranschlagt.

CPU [-----1 ]

Speicher

Abbildung 2.3: Das RAM-Modell

Als Erweiterung dieses Modells kann das Modell der real random access machine (re-
al-RAM) [52] gesehen werden. Eine Speicherzelle der real-RAM kann im Gegensatz zu
einer Speicherzelle der RAM eine beliebige reelle Zahl speichern. Zudem sind die folgenden
Operationen auf der real-RAM mdoglich, fiir die ebenfalls unabhéngig von der Gréfe der

Operanden ein konstanter Zeitbedarf veranschlagt wird [52]:
1. Arithmetische Operationen (4, —, X, +)
2. Vergleiche zweier reeller Zahlen (<, <,=,#,>,>)

]

3. Indirekte Adressierung des Speichers (durch ganzzahlige Adressen)
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Optional:

4. k-te Wurzeln, trigonometrische Funktionen, exp und log (allgemein: analytische Funk-

tionen)

Sowohl im RAM- als auch im real-RAM-Modell wird also eine ,flache” Speicherhier-
archie angenommen, d.h. fiir die Zugriffe der CPU auf die Speicherzellen ein konstanter
Zeitbedarf veranschlagt. Diese Annahme ermdglicht zwar einen einfachen Entwurf und ei-
ne einfache Analyse von Algorithmen, jedoch bleibt die Problematik von unterschiedlichen
Zugriffszeiten auf die Speicher realer Speicherhierarchien unberiicksichtigt; eine Analyse
im RAM- bzw. real-RAM-Modell erfasst also i. A. nicht die tatsichliche Effizienz eines

Algorithmus beim Umgang mit grofen Datenmengen.

2.3 Das I/O-Modell

Aufgrund dieses Nachteils der beiden oben beschriebenen Modelle wurden in der Vergan-
genheit zahlreiche Mehrspeichermodelle entworfen. Das bekannteste dieser Modelle stellt
das von Aggarwal und Vitter [2| vorgestellte 1/O-Modell dar. Im I/O-Modell wird ein
Computer mit einem internen Speicher und einem externen Speicher ausgestattet, vgl.
Abbildung 2.4. Der interne Speicher kann eine feste Anzahl von Datenelementen aufneh-
men und ist in Bldcke partitioniert, die ihrerseits aus einer Folge von zusammenhingend im
Speicher abgelegten Datenelementen bestehen. Der externe Speicher ist ebenso in Blécke
derselben Grofe partitioniert, kann jedoch eine (nahezu) unbegrenzte Anzahl von Daten-

elementen fassen. Die durch das Modell festgelegten Parameter lauten

N =+ der Datenelemente der Probleminstanz,
M = 4 der Datenelemente, die in den internen Speicher passen,
B = # der Datenelemente pro Block,

wobei 1 < B < M < N gefordert wird.! Durch die Ungleichung wird also gefordert,
dass ein Block mindestens ein Element enthélt und dass nicht alle N Elemente des zu
untersuchenden Problems in den internen Speicher passen. Berechnungen der CPU kénnen
nur auf Datenelementen getétigt werden, die sich im internen Speicher befinden. Die fiir die
Berechnungen benétigten Datenelemente werden dazu zwischen dem externen und internen
Speicher durch Ein-/Ausgabeoperationen (1/O-Operationen) bewegt; eine solche Operation
besteht aus dem Transfer eines Blocks zusammenhéngender Datenelemente vom externen
in den internen Speicher oder aus dem Transfer eines solchen vom internen in den externen

Speicher. Die Kontrolle iiber den Transfer von Datenelementen zwischen dem internen und

'Im I/O-Modell von Aggarwal und Vitter [2] wird durch einen zusitzlichen Parameter P der Aspekt
paralleler Speicherzugriffe beriicksichtigt. Wie auch in anderen Arbeiten bleibt dies im Folgenden unbe-

riicksichtigt.
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I/O-Operationen

Interner Speicher Externer Speicher

Abbildung 2.4: Das I/O-Modell von Aggarwal und Vitter [2, 34]

externen Speicher sowie die Verwaltung der Datenelemente in beiden Speichern liegt dabei
vollsténdig in der Hand der Algorithmen.

Die Effizienz eines Algorithmus wird im I/O-Modell durch die Anzahl der benétigten
I/O-Operationen, durch den bendtigten Speicherplatz im externen Speicher und durch
die Laufzeit im internen Speicher, d.h. die Laufzeit des Algorithmus im RAM-Modell,
gemessen.

Die Stérken des I/O-Modells begriinden sich darin, dass es die Problematik des Trans-
fers von Daten zwischen zwei Speicherebenen beim Umgang mit massiven Datenmengen
erfasst und zugleich hinreichend simpel gehalten ist, um einen einfachen Entwurf und ei-
ne einfache Analyse zu gewihrleisten. Aufgrund dieser beiden Figenschaften wurden in
der Vergangenheit zahlreiche im Kontext dieses Modells effiziente Algorithmen fiir Pro-
bleme aus den unterschiedlichsten Bereichen entwickelt. Eine generelle Zusammenfassung
relevanter Ergebnisse findet sich z. B. in den Arbeiten von Arge [5] oder von Vitter [57].

Das I/O-Modell weist jedoch zwei entscheidende Nachteile auf: Zum Einen modelliert es
nur den Transfer von Daten zwischen zwei Ebenen der zugrundeliegenden Speicherhierar-
chie. Zum Anderen beruhen effiziente Implementierungen von im I/0-Modell konzipierten
Algorithmen ausschlaggebend auf der genauen Kenntnis der Eigenschaften der modellierten
Ebenen der (realen) Speicherhierarchie, d.h. auf der Kenntnis der Werte fiir die Parameter
M und B.

Um auch den Transfer von Daten zwischen mehreren Ebenen zu modellieren, wurden
weitere Modelle mit komplexeren Eigenschaften entworfen [57]. Diese modellieren zwar
i. A. real existierende Computerarchitekturen besser als das I/O-Modell, erschweren jedoch
durch ihre Komplexitit den Entwurf und die Analyse von Algorithmen. Zudem beruhen
analog zum 1/0-Modell effiziente Implementierungen von in diesen Modellen konzipierten

Algorithmen auf den Kenndaten der zugrundeliegenden (realen) Speicherhierarchie.
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2.4 Das Cache-0Oblivious-Modell

Eine elegante Losung zur Modellierung von Computerarchitekturen mit komplexen Spei-
cherhierarchien stellt das von Frigo et al. [38, 53] vorgestellte cache-oblivious-Modell (auch
ideal-cache-Modell genannt) dar. Die Grundidee dieses Modells besteht darin, einen Al-
gorithmus wie im RAM-Modell (ohne Zugrundelegung einer Speicherhierarchie) zu be-
schreiben und wie im I/O-Modell von Aggarwal und Vitter 2] fiir beliebige Werte M
und B zu analysieren. Dabei wird bei der Analyse eines Algorithmus angenommen, dass
die (bendétigten) I/O-Operationen automatisch mittels einer optimalen Ersetzungsstrategie

durchgefiihrt werden.

2.4.1 Modellbeschreibung

Im cache-oblivious-Modell wird ein Computer wie im I/O-Modell mit einer zweistufigen
Speicherhierarchie, d.h. einem internen und einem ezternen Speicher, ausgestattet. Der
interne Speicher kann analog zum 1/O-Modell eine begrenzte und der externe Speicher
eine (nahezu) unbegrenzte Anzahl von Datenelementen aufnehmen. Beide Speicher sind
ebenfalls in Blocke fester Grofe partitioniert. Weiterhin stimmen die durch das Modell
festgelegten Parameter mit denen des I/O-Modells iiberein, d.h. mit B > 1 wird die
Blockgrofse, mit M > B die Grofe des internen Speichers und mit N > M die Anzahl der
Datenelemente der untersuchten Probleminstanz bezeichnet. In Anlehnung an reale Com-
puterarchitekturen wird der interne Speicher des cache-oblivious-Modells auch als cache
und die M /B Blécke im internen Speicher als cache-Zeilen bezeichnet.

Die CPU kann nur auf Datenelementen operieren, die sich im internen Speicher befin-
den. Greift die CPU auf ein Datenelement zu, welches sich im internen Speicher befindet,
so tritt ein cache hit auf und das Datenelement wird dem Prozessor {ibergeben. Ansonsten
tritt ein cache miss auf und der das Datenelement enthaltende Block wird (automatisch)
aus dem externen in den internen Speicher transferiert. Der durch einen cache miss aus-
geloste Transfer eines Blocks wird als Speichertransfer bezeichnet.?

Der interne Speicher des cache-oblivious-Modells ist vollassoziativ |38, 53|: Ein in den
internen Speicher eingelesener Block kann in jeder der M/B moglichen Positionen des
internen Speichers abgelegt werden. Ist der interne Speicher voll belegt, so muss ein Block
in den externen Speicher ausgelagert werden. Im Gegensatz zum I/O-Modell wird dies
nicht explizit durch die Algorithmen gesteuert. Stattdessen wird im cache-oblivious-Modell
eine optimale (automatische) Ersetzungsstrategie (optimal offline replacement strategy)
angenommen: Es wird automatisch derjenige Block ausgelagert, auf dessen Datenelemente
am ldngsten nicht mehr zugegriffen wird. Aufgrund dieser Figenschaft wird der interne

Speicher in der Literatur auch ideal-cache genannt.

In dieser Arbeit werden die Blocktransfers im I/O-Modell als 1/O-Operationen und die (automatischen)

Blocktransfers im cache-oblivious-Modell als Speichertransfers bezeichnet.



2.4. DAS CACHE-OBLIVIOUS-MODELL 17

NN
f
- X Automatische
Speichertransfers
CPU |----------f-
M/B
—
B
S5
Interner Speicher Externer Speicher

Abbildung 2.5: Das cache-oblivious-Modell von Frigo et al. [38, 53]

Die Effizienz eines Algorithmus wird im cache-oblivious-Modell durch die Anzahl der
verursachten Speichertransfers, durch den im externen Speicher bendtigten Speicherplatz
und durch die Laufzeit im internen Speicher, d.h. die Laufzeit des Algorithmus im RAM-

Modell, gemessen.?

Der entscheidende Unterschied zum I/0O-Modell besteht darin, dass die genauen Werte
fiir die Grofen M und B im cache-oblivious-Modell nicht bekannt sind, vgl. Abbildung 2.5.
Algorithmen werden also im cache-oblivious-Modell ohne Kenntnis der genauen Werte fiir
die Parameter M und B entworfen und anschlieliend hinsichtlich jeder konkreten Belegung

dieser beiden Variablen analysiert.

Diese (anscheinend kleine) Anderung hat zwei erstaunliche Konsequenzen: Da die Ana-
lyse eines Algorithmus fiir jede Belegung der Variablen M und B erfolgt, treffen die Aus-
sagen der Analyse auf jedes Paar von benachbarten Ebenen der (modellierten) Speicher-
hierarchie zu, d.h. durch Optimierung eines Algorithmus bzgl. eines Paars benachbarter
Ebenen mit unbekannten Kenndaten, wird dieser automatisch bzgl. jedes Paars benach-
barter Ebenen der Speicherhierarchie optimiert. Die erste Konsequenz ist also, dass durch
Optimierung bzgl. eines Paars benachbarter EEbenen eine simultane Optimierung bzgl. jedes
Paars benachbarter Ebenen der Speicherhierarchie stattfindet. Die zweite Konsequenz ist,
dass die Portabilitéit von im cache-oblivious-Modell konzipierten Algorithmen erhéht wird,
da die (unbekannten) Werte M und B nicht fest in Implementierungen dieser Algorithmen

verankert sein konnen.

3In dieser Arbeit liegt dabei das Hauptaugenmerk auf dem durch einen Algorithmus benétigten Spei-
cherplatz und die durch ihn verursachten Speichertransfers. Der Laufzeitaspekt, also die Analyse des Al-
gorithmus im Kontext des RAM-Modells, bleibt im Folgenden unberiicksichtigt.
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2.4.2 Rechtfertigung des Modells

Das cache-oblivious-Modell stellt als Berechnungsmodell eine Abstraktion realer Compu-

terarchitekturen dar. Die vier im Modell getroffenen Grundannahmen lauten:
e Optimale Ersetzungsstrategie
e 7Zwei Speicherebenen
e Automatische Ersetzung
e Vollassoziativitét

Frigo et al. [38] rechtfertigen diese (unrealistischen) Annahmen, indem sie eine Reihe von
Reduktionen angeben, durch welche das cache-oblivious-Modell in ein realistischeres Be-
rechnungsmodell abgedndert wird. In diesem realistischeren Modell wird von einer LRU-
Ersetzungsstrategie (least-recently used replacement strategy), von mehreren Speicherebe-
nen und von direkt abgebildeten Speichern ausgegangen. Weiterhin zeigen sie, dass die An-
zahl der verursachten Speichertransfers eines Algorithmus im Kontext des cache-oblivious-
Modells sich asymptotisch gesehen in diesem realistischeren Modell nicht dndert. Auf die

Details dieser Reduktionen soll hier jedoch nicht ndher eingegangen werden.

2.4.3 Annahme eines grofsen internen Speichers

Eine realistische und bei dem Entwurf und bei der Analyse von Algorithmen im Kontext
des cache-oblivious-Modells hiufig getroffene Annahme ist, dass der interne Speicher ,ho-
her* als ,breit* ist, d.h., dass die Anzahl M /B der im internen Speicher Platz findenden
Blécke grofer ist, als die Anzahl B der Elemente eines Blocks. In vielen Fallen wird dieser

Sachverhalt durch eine Bedingung von der Form
M € Q(B?)

oder allgemeiner von der Form

M € Q(B'*)

mit beliebigem € > 0 vorausgesetzt. Eine Bedingung obigen Typs wird als eine Annahme
eines grofien internen Speichers oder als eine tall-cache-Annahme bezeichnet.

Die Bedeutung einer Annahme eines grofsen internen Speichers wurde von Brodal und
Fagerberg [22] untersucht. Sie zeigen, dass das vergleichsbasierte Sortieren nicht ohne die
Annahme eines grofien internen Speichers, also durch eine Bedingung obiger Art, moglich

ist.
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2.4.4 Grundlegende Ergebnisse und Notationen

Ein Algorithmus wird im Kontext des I/O- bzw. cache-oblivious-Modells als cache-oblivious
bezeichnet, wenn seine Effizienz hinsichtlich der bendtigten I/O-Operationen bzw. hinsicht-
lich der verursachten Speichertransfers nicht von der genauen Kenntnis der Belegungen
der Parameter M und B abhingt. Dementsprechend wird ein Algorithmus als cache-aware
bezeichnet, wenn seine Effizienz hinsichtlich der 1/O-Operationen bzw. Speichertransfers
explizit von den Belegungen der Parameter M und B abhingt.

Da cache-aware-Algorithmen genauere Kenntnis {iber die zugrundeliegende Speicher-
hierarchie besitzen, konnen diese die Eigenschaften der Hierarchie besser nutzen. Demnach
iibertragen sich alle fiir das I/O-Modell entwickelten unteren Schranken direkt auf das
cache-oblivious-Modell.

Im Kontext des I/O-Modells entwickelten Aggarwal und Vitter |2] fiir einige fundamen-
tale Probleme obere und untere Schranken in Bezug auf die benétigten I/O-Operationen.
Unter anderem zeigten sie, dass die Sortierung von N (im externen Speicher vorliegenden)
Datenelementen insgesamt @(% logar/ B %) I/O-Operationen erfordert. Die Traversierung
von N Datenelementen, d.h. der sukzessive Zugriff der CPU auf die Elemente (um z.B.
ein ;maximales* Element zu bestimmen), benétigt offensichtlich @(%) I/O-Operationen.

Die beiden unteren Schranken iibertragen sich aufgrund des gerade genannten Argu-
ments direkt auf das cache-oblivious-Modell. In Kapitel 3 werden fiir das Sortieren und
Traversieren von Datenelementen effiziente cache-oblivious-Algorithmen gegeben, die die-
se Komplexitiit erreichen, d.h. die N Datenelemente mit O(% log M/B ) bzw. mit O(%)
Speichertransfers sortieren bzw. traversieren.

In der Literatur werden die beiden obigen Schranken fiir die Traversierung und die

Sortierung von N Datenelementen oft durch

O (scan(N)) = O (g) bzw. O (sort(N)) = O @7 logy/ 5 g)

abgekiirzt. Diese Notationen werden im Folgenden ebenfalls verwendet.
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Kapitel 3
Algorithmen und Datenstrukturen

Die in Kapitel 2 beschriebenen Vorteile des cache-oblivious-Modells gegeniiber anderen
Mehrspeichermodellen fiithrten dazu, dass in diesem Modell zahlreiche Algorithmen und
Datenstrukturen beispielsweise fiir Probleme aus der algorithmischen Geometrie [1, 9, 14,
20], fiir Probleme aus der Graphentheorie [7, 24, 30] und fiir die effiziente Bearbeitung von
Suchanfragen [15, 16, 23| entwickelt wurden. Eine generelle Zusammenfassung relevanter
Algorithmen und Datenstrukturen findet sich z.B. in den Arbeiten von Demaine [34] und
Arge et al. [8].

In diesem Kapitel werden einige ausgewihlte Algorithmen und Datenstrukturen vor-
gestellt, welche im weiteren Verlauf der Arbeit Anwendung finden werden. In Hinblick auf
den Entwurf und die Analyse dieser Algorithmen und Datenstrukturen werden dazu zu Be-
ginn dieses Kapitels in Abschnitt 3.1 einige im Kontext des cache-oblivious-Modells haufig
angewendete Entwurfs- und Analysetechniken vorgestellt. In Abschnitt 3.2 wird dann das
Traversieren und Sortieren von Datenelementen im Kontext des cache-oblivious-Modells
untersucht. Bei der Analyse der Sortierung von Datenelementen wird dabei zunéchst ein
hinsichtlich der verursachten Speichertransfers suboptimales Sortierverfahren betrachtet.
Anschliefend wird ein von Brodal und Fagerberg [20] vorgestelltes im Kontext des cache-
oblivious-Modells optimales Sortierverfahren detailliert beschrieben. Kernkomponente die-
ses optimalen Sortierverfahrens ist eine Datenstruktur namens ,k-Verschmelzer”. Diese
Datenstruktur und eine cache-oblivious Prioritdtswarteschlange werden in Abschnitt 3.3

genauer erldutert.

3.1 Entwurfs- und Analysetechniken

In diesem Kapitel werden allgemeine Techniken zum Entwurf und zur Analyse von Algo-
rithmen und Datenstrukturen im Kontext des cache-oblivious-Modells behandelt. Dabei
wird zunéchst auf das divide and conquer-Paradigma eingegangen, dessen Anwendung in

vielen (wenn auch nicht in allen) Fillen zu optimalen cache-oblivious-Algorithmen fiihrt.
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Anschlieftend wird der Nutzen von rekursiven Speicherstrukturen bei der Konstruktion
von cache-oblivious-Datenstrukturen anhand eines Beispiels veranschaulicht. Zuletzt wird
ein bei der Analyse von Algorithmen und Datenstrukturen im cache-oblivious-Modell oft

verwendetes Analyseverfahren beschrieben.

3.1.1 D:aivide and Conquer

Die Anwendung des divide and conquer-Paradigmas fiihrt im cache-oblivious-Modell in
vielen Féllen zu effizienten Algorithmen. Allgemein teilen divide and conquer-Algorithmen
das zu lésende Problem in mehrere (unabhingig voneinander zu losende) Teilprobleme
mit geringerer Grofe auf, 16sen diese Teilprobleme rekursiv und kombinieren nach Been-
digung aller rekursiven Aufrufe die ermittelten Teilldsungen zu einer Lésung des Gesamt-
problems. Da die Groke der rekursiven Teilprobleme mit zunehmender Rekursionstiefe
sukzessiv abnimmt, passt ein solches Teilproblem ab einem gewissen Zeitpunkt vollstéindig
in den internen Speicher und kann dort effizient gelost, d.h. ohne weitere Speichertransfers
zu verursachen, bearbeitet werden.

Wie Demaine [34] bemerkt, verursachen divide and conquer-Algorithmen im Kontext
des cache-oblivious-Modells oft eine asymptotisch optimale Anzahl an Speichertransfers
— speziell wenn durch das Aufteilen und Kombinieren der Teilprobleme nur wenige Spei-
chertransfers verursacht oder die Kosten fiir das Aufteilen und Kombinieren durch die
Blattkosten des zugehorigen Rekursionsbaums dominiert werden (d.h., dass die Anzahl
der Blitter in dem Rekursionsbaum polynomial grofer ist als die Anzahl der durch das
Aufteilen und Kombinieren der Teilprobleme verursachten Speichertransfers).

Obwohl dieses Paradigma in vielen Fillen zu optimalen cache-oblivious-Algorithmen
fiihrt, muss dies nicht immer der Fall sein. Ein Beispiel fiir einen hinsichtlich der verur-
sachten Speichertransfers suboptimalen divide and conquer-Algorithmus wird zu Beginn
des Abschnitts 3.2.2 gegeben.

3.1.2 Rekursive Speicherstrukturen

Analog zu der bei divide and conquer-Algorithmen stattfindenden rekursiven Aufteilung
des Gesamtproblems in Teilprobleme geringerer Grofe fiihrt im Kontext des cache-oblivious-
Modells die Anwendung von Rekursion beim Entwurf von Datenstrukturen in vielen Féllen
zu effizienten Strukturen.

Exemplarisch soll hier kurz die von Prokop [53] vorgestellte cache-oblivious Version
eines B-Baums [13, 32| vorgestellt und analysiert werden. Im I/O-Modell kénnen mit Hilfe
eines B-Baums Suchanfragen effizient implementiert werden: Die Iohe eines B-Baums
fiir N Elemente betrigt O(logg N). Da bei einer Suchanfrage fiir die Bearbeitung jedes
Knotens im I/O-Modell hichstens O(1) I/O-Operationen benétigt werden, ergibt sich eine
I/O-Komplexitit von O(logg N) fiir eine einzelne Suchanfrage [57].
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(a) Das van Emde Boas layout (b) Partitionierung in Basisbdume

Abbildung 3.1: Das van Emde Boas layout (Abbildung (a)) und die Partitionierung eines Baums
in Basisbdume (Abbildung (b)), vgl. [8]. Der rot markierte Pfad durchliuft héchstens O(logg N)

Basisbdume. Die Bearbeitung eines Basisbaums verursacht dabei O(1) Speichertransfers.

Wie Arge et al. [8] bemerken, scheint es schwierig eine cache-oblivious Variante eines
B-Baums zu entwickeln, da der Wert B ein grundlegender Bestandteil in der Definition und
Konstruktion der Datenstruktur ist. Um die obige I/O-Komplexitit auch im Kontext des
cache-oblivious-Modells zu erreichen, also Suchanfragen mit O(logg N) Speichertransfers
zu ermdglichen, legt Prokop [53] einen (vollstdndigen) Bindrbaum mit Hilfe eines rekursiv
definierten Speicherlayouts im Speicher ab. Dieses rekursiv definierte Speicherlayout wird
allgemein als das van Emde Boas layoul bezeichnet und soll nun kurz erlautert werden.

Der Einfachheit halber werden hier nur vollstindige Bindrbdume betrachtet. Das van
Emde Boas layout eines vollstindigen Bindrbaums 7" mit N Blittern wird wie folgt rekursiv
definiert: Besitzt T nur einen Knoten, so besteht das van Emde Boas layout dieses Baums
aus diesem einen im Speicher abgelegten Knoten. Ansonsten sei h = log N die Héhe des
Baums.! Der obere Baum Ty von T ist derjenige Teilbaum von T, dessen Knoten alle eine
Tiefe von maximal |h/2] besitzen. Die unteren Bdume T1,...,T; sind die in den Knoten
mit Tiefe h—|h/2] gewurzelten Teilbdume von T'. Das van Emde Boas layout von T besteht
dann aus dem wvan Emde Boas layout von Ty gefolgt von den van Emde Boas layouts der
unteren Biume T7, ..., T}, vgl. Abbildung 3.1 (a). Aufgrund von 2(°8N)/2 — \/N besitzt
jeder der Teilbiume eine Grofe von ©(v/N) und es gilt I € O(V/N).

FEin anhand des van Emde Boas layouts im Speicher abgelegter vollstindiger Bindrbaum

unterstiitzt effiziente Suchanfragen:

3.1.1 Theorem (|8, 53]). Sei T ein anhand des van Emde Boas layouts im Speicher ab-

gelegter vollstindiger Bindrbaum mit N Bldttern. Dann werden durch eine Suchanfrage

Tn dieser Arbeit wird mit log der Logarithmus log, zur Basis 2 bezeichnet.
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(also durch eine Traversierung eines Wurzel-Blatt-Pfades) héchstens O(logg N) Speicher-

transfers verursacht.

Beweis. Um die Anzahl der verursachten Speichertransfers zu analysieren, sei das Rekur-
sionslevel der rekursiven Definition des van Emde Boas layouts betrachtet, ab der die Teil-
baume eine Grofe kleiner als B besitzen. Der gesamte Baum wird durch dieses Rekursions-
level in eine Menge von Teilbdiumen partitioniert, die jeweils eine Gréoke zwischen ©(v/B)
und O(B) und somit eine Héhe von Q(logvB) = Q(log B) besitzen, vgl. Abbildung 3.1
(b). Diese Teilbdume seien als Basisbdume bezeichnet. Nach Definition des van Emde Boas
layouts wird jeder Basisbaum in ©(B) zusammenhingend im Speicher liegenden Speicher-
platzen abgelegt. Der Zugriff auf einen solchen Basisbaum verursacht demnach héchstens
O(1) Speichertransfers. Betrachtet man nun einen Pfad von der Wurzel ausgehend zu einem
Blatt von T, so durchléuft dieser Pfad insgesamt hochstens O((log V)/log B) = O(logg N)
Basisbdume. Eine Suchanfrage verursacht somit insgesamt hochstens O(logz N) Speicher-

transfers. OJ

Im Kontext des cache-oblivious-Modells fiihren rekursiv definierte Speicherstrukturen obi-
ger Art oft zu effizienten Datenstrukturen. Ein Beispiel einer solchen rekursiv definierten

Datenstruktur wird in Abschnitt 3.3 gegeben.

3.1.3 Amortisierte Analyse

Mit Hilfe der amortisierten Analyse [32] werden die Durchschnittskosten (z.B. die Lauf-
zeit oder die verursachten Speichertransfers) einer einzelnen Datenstruktur-Operation im
schlimmsten Fall innerhalb einer Sequenz von Operationen analysiert. Diese Analyse un-
terscheidet sich von der randomisierten Analyse [32], da in dieser die Kosten im erwarteten
Fall, d.h. die Durchschnittskosten {iber alle mdglichen Eingabefille untersucht werden; bei
der amortisierten Analyse werden hingegen die Durchschnittskosten jeder Operation im
schlimmsten Fall betrachtet.

Wie Cormen et al. bemerken, sind die drei bekanntesten bei der amortisierten Analy-
se verwendeten Techniken die Aggregat-, Bankkonto- und Potentialfunktion-Methode. Die
Aggregat- und Bankkonto-Methode werden nun kurz erldutert. Fiir weitere Details und

eine Beschreibung der Potentialfunktion-Methode siche Cormen et al. [32].

Aggregat-Methode

Bei Anwendung der Aggregat-Methode wird zunichst eine obere Schranke T'(INV) fiir die
Gesamtkosten einer beliebigen Sequenz von N Operationen ermittelt. Jeder Operation
werden dann die amortisierten Kosten T(N)/N zugeschrieben. Die fiir eine Operation
veranschlagten amortisierten Kosten sind also unabhéngig vom Typ der Operation immer

gleich.
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Bankkonto-Methode

Bei der Bankkonto-Methode konnen im Gegensatz zur Aggregat-Methode den Operatio-
nen abhéngig vom Typ unterschiedliche amortisierte Kosten zugeschrieben werden. Einigen
Operationen werden dadurch hohere und anderen geringere (amortisierte) Kosten zuge-
schrieben, als sie tatsichlich verursachen. Bei Betrachtung einer beliebigen Sequenz von
Operationen wird dabei gefordert, dass zu jedem Zeitpunkt die Differenz zwischen den bis
dahin insgesamt veranschlagten amortisierten und den bis dahin insgesamt verursachten
Kosten griofer oder gleich null ist: Werden die tatséchlich verursachten Kosten der i-ten
Operation in einer beliebigen Sequenz von N Operationen mit ¢; und die amortisierten

Kosten dieser Operation mit ¢; bezeichnet, so muss
k

k
Zéz - Zci Z 0
=1 =1

fiir alle £ mit 1 < 57 < N erfiillt sein.
Weitere Erlduterungen und einfithrende Beispiele dieser (beiden) Analysetechniken sind
z.B. bei Cormen et al. [32] zu finden. In dieser Arbeit wird vor allem die Bankkonto-

Methode bei der Analyse der vorgestellten Algorithmen und Datenstrukturen Anwendung
finden.

3.2 Algorithmen

In diesem Abschnitt soll auf zwei fundamentale Bausteine bei der Konzeption von Algo-
rithmen eingegangen und im Kontext des cache-oblivious-Modells analysiert werden: Das

Traversieren und Sortieren von Datenelementen.

3.2.1 Traversieren

Das Traversieren von Datenelementen ist eine der am h#ufigsten verwendeten Techniken
beim Entwurf von Algorithmen in Mehrspeichermodellen und speziell dem cache-oblivious-
Modell. Im (real-)RAM-Modell kénnen N Datenelemente in einer Laufzeit von O(N) tra-
versiert, d.h. von dem Prozessor sukzessiv bearbeitet werden. Liegen die Datenelemente
im cache-oblivious-Modell in beliebigen Blécken des externen Speichers vor, so kann ei-
ne Traversierung dieser Elemente insgesamt N Speichertransfers bendtigen, da ggf. bei
jedem Zugriff des Prozessors auf ein Datenelement ein Speichertransfer verursacht wird.
Liegen die Elemente jedoch zusammenhingend im externen Speicher vor, so kann eine Tra-
versierung dieser Elemente im cache-oblivious-Modell analog zum I/O-Modell mit ©(%)

Speichertransfers durchgefiihrt werden, vgl. Abbildung 3.2:

3.2.1 Theorem. Das Traversieren von N Datenelementen, die in einem zusammenhdn-

genden Bereich des externen Speichers abgelegt sind, verursacht im cache-oblivious-Modell

mindestens [%] und héchstens [%] + 1 Speichertransfers.
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Externer Speicher

T eee

Abbildung 3.2: Traversierung von zusammenhéingend im externen Speicher abgelegten Daten-
elementen im cache-oblivious-Modell. Die Traversierung der zwdlf Elemente verursacht héchstens
[12/5] + 1 = 4 Speichertransfers.

Beweis. Der zusammenhéngende Bereich belegt eine endliche Anzahl von Blocken im ex-
ternen Speicher. Gilt % € N, so werden zur Speicherung der Elemente im optimalen Fall
genau % = (%1 und im ungiinstigsten Fall genau % +1= [%W + 1 Blocke zur Speicherung

benétigt. Gilt % ¢ N, so werden mindestens [%] und hochstens [%] + 1 Blocke belegt.d

Aufgrund der genauen Kenntnis der Belegungen der Variablen M und B kann im I/O-
Modell ein Array mit N Elementen in [N/B] Speicherblocken der Groke B abgelegt und
somit mit maximal [N/B] I/O-Operationen traversiert werden. Da die genauen Belegun-
gen der beiden Variablen im cache-oblivious-Modell nicht bekannt sind, kann das Array in
diesem Fall nicht bzgl. der Blockgrofe ausgerichtet werden, wodurch insgesamt ein zusétz-

licher Speichertransfer verursacht werden kann.

3.2.2 Sortieren

Das Sortieren von Datenelementen ist eines der am meisten untersuchten Probleme in
der Informatik und stellt sich im Kontext des cache-oblivious-Modells in vielen Féllen als
Hauptkomponente effizienter Algorithmen heraus. Aggarwal und Vitter [2] zeigten, dass
fiir das vergleichsbasierte Sortieren von N Elementen im I/0O-Modell @(% logar/ %) 1/0-
Operationen benétigt werden. Da Algorithmen im 1/0-Modell die Blocktransfers explizit
kontrollieren und somit die Blocktransfers optimal ausnutzen kénnen, {ibertrigt sich die un-
tere Schranke fiir das vergleichsbasierte Sortieren auch auf Algorithmen im cache-oblivious-
Modell. Die ersten optimalen cache-oblivious-Sortieralgorithmen wurden von Frigo et al.
entwickelt: Einer dieser (beiden) Sortieralgorithmen, genannt funnelsort, kann als Varian-
te eines mergesori-Verfahrens gesehen werden. Der andere Algorithmus ist eine Adaption
des distributionsort-Verfahrens. Fiir beide Algorithmen wird die Annahme eines grofen

internen Speichers der Form M € Q(B?) getroffen.
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Eine vereinfachte Version des funnelsort-Verfahrens wurde von Brodal und Fagerberg
[20] vorgestellt. Dieses Verfahren, genannt lazy funnelsort, trifft eine Annahme der Gestalt
M € Q(B'*¢), wobei ¢ eine beliebig kleine positive Konstante ist. Brodal und Fagerberg
zeigten weiterhin, dass das vergleichsbasierte Sortieren von Elementen ohne Annahme eines
grofen Speichers nicht moglich ist [22].

Es wird nun zunéchst ein im cache-oblivious-Modell suboptimales Sortierverfahren vor-
gestellt und analysiert. Obwohl dieses Verfahren auf dem divide and conquer-Prinzip ba-
siert, stellt sich heraus, dass durch Anwendung dieses Verfahrens eine suboptimale Anzahl
von Speichertransfers verursacht wird. Das divide and conguer-Prinzip muss also nicht
zwangsweise zu optimalen cache-oblivious-Algorithmen fithren. Anschliefend wird das von
Brodal und Fagerberg [20] vorgestellte optimale lazy funnelsort-Verfahren vorgestellt und

analysiert.

Zwei-Wege- Mergesort

Unter dem Begriff mergesort (Sortieren durch Verschmelzen) wird eine Gruppe von Sor-
tieralgorithmen zusammengefasst, die alle nach dem gleichen Prinzip funktionieren: Um
ein Array mit N Elementen zu sortieren, teilen mergesort-Algorithmen dieses zunichst in
Teilarrays auf, welche anschlieffend rekursiv sortiert und nach Abarbeitung aller rekursiven
Aufrufe zu einem sortierten Array zusammengefiigt werden. Detaillierte Beschreibungen
verschiedener mergesort-Algorithmen finden sich z.B. bei Ottmann und Widmayer [51].
Einer der bekanntesten mergesort- Algorithmen ist der Zwei- Wege-mergesort-Algorithmus,
welcher nun beschrieben und im Kontext des cache-oblivious-Modells analysiert werden

soll.

Algorithmus Durch den Zwei-Wege-mergesort-Algorithmus wird ein (unsortiertes) Ar-
ray in zwei (etwa) gleich grofe Teilarrays aufgeteilt, welche anschliefend rekursiv sortiert
und nach Abarbeitung der rekursiven Aufrufe zu einem sortierten Array zusammengefiigt
werden. Eine mogliche Pseudocode-Darstellung dieses Verfahrens wird durch die Prozedur
MERGESORT (Algorithmus 3.1) gegeben.

Die Prozedur MERGESORT verwendet die Hilfsprozedur MERGE(A, [, m,r), welche die
beiden sortierten Teilarrays A[l..m] und Alm + 1..r] zu einem sortierten Teilarray vereint

und anschliefend das urspriingliche Teilarray A[l..r] durch dieses neue ersetzt.

Analyse Die Laufzeit des Zwei-Wege- Mergesort-Verfahrens bei Anwendung auf ein Array
der Lange N betragt im RAM-Modell offensichtlich © (/N log N). Obwohl dieses Verfahren
auf dem divide and conquer-Prinzip basiert, verursacht es bei Anwendung eine im Kontext

des cache-oblivious-Modells suboptimale Anzahl an Speichertransfers:
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Prozedur MERGESORT(A, [, )

Eingabe: Ein Array A mit Gesamtlinge N und zwei natiirliche Zahlen [, mit 0 <[ <r < N — 1.
1: if [ < r then
22 m=|(l+r)/2]
3:  MERGESORT(A,l,m)
4:  MERGESORT(A,m+ 1,7)
5:  MERGE(A,l,m,)
6: end if

Algorithmus 3.1: Das Zwei-Wege- Mergesort-Sortierverfahren, vgl. [51, 53]

3.2.2 Lemma ([34, 53]). Unter der Annahme von M > 3B verursacht die Anwendung
der Prozedur MERGESORT auf ein Array A der Linge N insgesamt © (% log %) Speicher-

transfers.

Beweis. Die Hilfsprozedur MERGE kann aufgrund der Mindestgréfse des internen Speichers
zwei Teilarrays effizient zu einem (sortierten) Array verschmelzen. Weiterhin lassen sich die
durch Anwendung der Prozedur MERGESORT auf ein N-elementiges Array verursachten

Speichertransfers durch die Rekurrenz

T(N) =

o(1) fiir N < B,
2-T(N/2)+O(N/B) sonst,

beschreiben: Gilt N < B, so miissen nur konstant viele Blocke in den internen Speicher
geladen werden. Ansonsten teilt die Prozedur MERGESORT das Array in zwei Teilarrays
der Groke N/2 auf und sortiert diese rekursiv. Nach Abarbeitung des zweiten rekursiven
Aufrufs (Zeile 4) sind aufgrund der im cache-oblivious-Modell angenommenen optimalen
Ersetzungsstrategie die meisten der Blocke des ersten rekursiven Aufrufs (Zeile 3) aus
dem internen Speicher verdringt worden. Diese ©(N) Elemente miissen wiahrend der Ver-
schmelzung (Zeile 5) wieder in den internen Speicher geladen werden, wodurch ©(N/B)
Speichertransfers verursacht werden.

Der durch die Rekurrenz induzierte Rekursionsbaum besitzt ©(N/B) Blatter, deren
Bearbeitung insgesamt ©(N/B) Speichertransfers verursacht. Da die Anzahl der verur-
sachten Speichertransfers auf allen anderen Ebenen ebenso jeweils ©(N/B) betragt und
der Rekursionsbaum eine Tiefe von O (log %) aufweist, werden insgesamt @(% log %) Spei-

chertransfers verursacht. O

Durch das obige mergesort-Verfahren wird also nicht die optimale obere Schranke von

O(sort(N)) = O(& logy, /B &) fiir die Anzahl der verursachten Speichertransfers erreicht.
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- Ausgabestrom
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Abbildung 3.3: Verschmelzung von k (sortierten) Listen mit Gesamtgrofe k% (d > 2) zu einer
(sortierten) Liste mit Hilfe eines k-Verschmelzers. Dieser besitzt einen Speicherplatzbedarf von
O(k(4+1)/2) und verursacht pro Anwendung O(k—Bd log,, (k%) + k) Speichertransfers.

Lazy Funnelsort

Es wird nun das von Brodal und Fagerberg [20] entwickelte lazy funnelsort-Verfahren be-
schrieben. Die zentrale Idee dieses Verfahrens basiert auf einer statischen Datenstruktur
namens k-Verschmelzer (k-merger). In Abschnitt 3.3 wird diese Datenstruktur genauer er-
lautert. Zunachst soll ein k-Verschmelzer jedoch als eine Black Box mit & Eingéngen und
einem Ausgang aufgefasst werden, welche bei Anwendung die Elemente aus k sortierten
Eingabestromen mit Gesamtgréke k¢ (d > 2) zu einem sortierten Ausgabestrom vereint.
Dazu werden die k Eingabestrome zu Beginn einer Anwendung mit den k Eingéngen des
k-Verschmelzers verkniipft. Der Ausgang liefert dann wiahrend der Anwendung einen sor-
tierten Ausgabestrom, welcher aus den Elementen der vereinten Eingabestrome besteht,
vgl. Abbildung 3.3. In Hinblick auf die Beschreibung des lazy funnelsort-Verfahrens werden
noch die folgenden Eigenschaften eines k-Verschmelzers benotigt: Fiir den Speicherplatz-
bedarf S(k) eines k-Verschmelzers gilt

ED2 < §(k) < ¢ k42,

wobei ¢ > 1 eine reelle Konstante ist. Zu beachten ist hierbei, dass der Speicherplatzbedarf
fiir die Eingabestrome und fiir den Ausgabestrom nicht in S(k) enthalten ist. Weiterhin

verursacht ein k-Verschmelzer unter der Annahme von
BE+D/(@-1) < pp/3,

pro Anwendung héchstens O(%i log (k%) + k) Speichertransfers.

Algorithmus Um N in einem Array gespeicherte Elemente zu sortieren, kann ein N-
Verschmelzer auf die N einelementigen Teilarrays angewendet werden. Wie Brodal und Fa-
gerberg [20] bemerken, ist diese (direkte) Anwendung eines N-Verschmelzers nicht effizient:
Da ein N-Verschmelzer mindestens N(@1)/2 Speicherplatz bendtigt, wiirde diese Vorge-

hensweise zu einem Algorithmus mit nicht-linearem Speicherplatzbedarf fiihren. Weiterhin
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sind k-Verschmelzer auch nur dann effizient, wenn die k£ Eingabestréme eine Gesamtgroie
von k? aufweisen. Die N einelementigen Teilarrays besitzen jedoch zusammen nur eine
Gesamtgroke von N (< N?).

Das von Brodal und Fagerberg [20] effiziente lazy funnelsort-Verfahren zur Sortierung
eines Arrays mit N Elementen hat (deshalb) den folgenden Aufbau: Zunéchst wird das
Array in N/ zusammenhingende Segmente der Groke N'~1/4 aufgeteilt. Die Segmen-
te werden anschliefend rekursiv sortiert und nach Abarbeitung aller rekursiven Aufrufe
mit Hilfe eines N/ Verschmelzers wieder zu einem sortierten Array zusammengefiigt. In
der Prozedur LAzY-FUNNELSORT (Algorithmus 3.2) wird eine Pseudocode-Darstellung fiir
diese Vorgehensweise gegeben. Da der kleinstmdgliche k-Verschmelzer ein 2-Verschmelzer
ist und dieser bei Anwendung 2¢ Elemente ausgibt, bricht die Rekursion ab, sobald eine

Liste weniger als 2¢ Elemente besitzt, vgl. Ronn [54].

Prozedur LAZY-FUNNELSORT(A)

Eingabe: Ein Array A mit N Elementen.
1: if N < 2? then
2:  Sortiere die N Elemente mit Hilfe eines beliebigen Sortierverfahrens.
3: else
4:  Teile das Array in NY? zusammenhingende Segmente der Groke N'=1/4 auf. Seien
Lq,...,Ly1/a die entstehenden Segmente.
for i =1to N/ do
LAzY-FUNNELSORT(L;)
end for

Verschmelze die (sortierten) Segmente Ly, ..., Ly1/« mit Hilfe eines N'/?-Verschmelzers.

end if

Algorithmus 3.2: Das lazy funnelsort-Verfahren, vgl. [20, 54]

Analyse Besteht das Eingabearray der Prozedur aus weniger als 2¢ Elementen, so wird
dieses in Zeile 2 mit Hilfe eines beliebigen Sortierverfahrens (z.B. mit dem obigen Zwei-
Wege-mergesort-Verfahren) sortiert. Ansonsten findet eine Aufteilung der Liste in N1/¢
Segmente gleicher Grofe statt (Zeile 4). Die Segmente werden anschliefend rekursiv be-
arbeitet (Zeile 6) und nach Abarbeitung aller rekursiven Aufrufe mit Hilfe eines N'/¢-
Verschmelzers wieder zu einem sortierten Array verschmolzen (Zeile 8). Die Korrektheit
dieses Verfahrens ist somit offensichtlich.

Fiir die Anwendung des N 1/d_Verschmelzers in Zeile 8 wird zusitzlicher Speicherplatz
bendtigt. Da nach Voraussetzung d > 2 gilt, folgt fiir den Speicherplatzbedarf S(N'/9) des
N4 Verschmelzers

S(NY) < - NU@HD2d < . N
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Der N'/4-Verschmelzer benétigt also sublinear viel zusétzlichen Speicherplatz. Da wei-
terhin zu jedem Zeitpunkt nur ein k-Verschmelzer aktiv ist und der N'/%Verschmelzer
den gréfiten der involvierten Verschmelzer darstellt, reicht dieser zusitzliche Speicherplatz
fiir die Anwendungen aller Verschmelzer aus. Um die sortierten Teilsegmente (Zeile 6)
zwischenzuspeichern, wird zudem ein globales temporires Array linearer Grofie bendtigt.
Insgesamt besitzt das Verfahren also einen linearen Speicherplatzbedarf.

Da jeder Sortieralgorithmus im cache-oblivious-Modell mindestens Q(% logy /B %) Spei-
chertransfers verursacht, wird die hinsichtlich der verursachten Speichertransfers optimale

Arbeitsweise des obigen Verfahrens durch das folgende Theorem belegt:

3.2.3 Theorem ([20]). Seien d > 2 und ¢ > 1 wie oben gewdhlt. Unter der Annahme von
Bld+D/(d-1) < M /3c verursacht die Anwendung der Prozedur LAZY-FUNNELSORT auf ein
Array A mit N Elementen héchstens O <d B logn/ %) = O(sort(N)) Speichertransfers.

Beweis. Die N Eingabeelemente werden durch das Verfahren in N/ Segmente der Grofe
N1-1/d gingeteilt, welche anschliefend rekursiv sortiert und nach Beendigung aller rekur-
siven Aufrufe mit Hilfe eines N'/%-Verschmelzers zu einem sortierten Array verschmolzen
werden. Die sortierten Teilsegmente werden dabei in einem globalen Array der Gréfse N
zwischengespeichert. Fiir den Ausgabestrom des N'/%Verschmelzers kann dann der ur-
spriingliche Speicherplatz der N Elemente verwendet werden.

Da fiir den Speicherplatzbedarf S(k) eines k-Verschmelzers k(4T1/2 < §(k) < c-k(@+1)/2
gilt und dieser bei Anwendung k? Elemente ausgibt, ist S(k) linear in der Anzahl der
verschmolzenen Elemente. Der (gesamte) Speicherplatzbedarf eines rekursiven Aufrufs der
Prozedur LAZY-FUNNELSORT mit Rekursionstiefe i setzt sich aus dem Speicherplatzbedarf
fiir die Eingabeelemente, fiir die Zwischenergebnisse und fiir den N(1—1/ d)"1/d_erschmelzer

zusammen und ldsst sich weiterhin aufgrund obiger Bemerkungen wie folgt abschétzen:

NV N | g nA-1/d) 1y < g N L N(-1/a)

= (2 + C) . N(l_l/d)i

Da die Grofe der Segmente mit zunehmender Rekursionstiefe sukzessiv abnimmt, gilt ab

einer gewissen Rekursionstiefe !
(2+¢)- NGV < pp,

Demnach passen die Elemente des (rekursiv zu sortierenden) Segments, das Array fiir die
Zwischenergebnisse und der zugehorige k-Verschmelzer ab dieser Rekursionstiefe gemein-
sam in den internen Speicher. Da bei der rekursiven Sortierung der N(1—1/ 9" Elemente

(1=1/d)"1/d_\erschmelzer den grofhten

immer nur ein k-Verschmelzer aktiv ist und der N
dieser k-Verschmelzer dargestellt, miissen alle involvierten Blocke im Zuge der restlichen

Rekursion jeweils nur einmal in den internen Speicher geladen werden. Werden also pro
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Element amortisierte O (%) Speichertransfers veranschlagt, so sind die Kosten fiir alle
rekursiven Aufrufe mit Rekursionstiefe > [ gedeckt.

Fiir die auf den héheren Rekursionsebenen verwendeten k-Verschmelzer gilt k¢ > Q%FCM
und somit

pd > _3C | p(dt)/(d-1)
T 2+c
Die letzte Ungleichung impliziert

]{id_l > Y- B(d-‘rl)/d >y- B

d—1
mit y = (;—fc) ¢ woraus schlieRlich k% /B >y -k folgt. Die auf den hoheren Rekursions-

ebenen verwendeten k-Verschmelzer verursachen demnach bei Anwendung héchstens
k< d k< d

Speichertransfers, was O (% -logys kd) amortisierten Speichertransfers pro Element ent-
spricht. Weiterhin verursacht sowohl das Lesen der Eingabelemente eines rekursiven Auf-
rufs als auch das Schreiben des sortierten Segments in das globale Array O (%) amortisierte
Speichertransfers pro Element. Insgesamt werden deshalb durch alle rekursiven Aufrufe pro

Element hochstens

1 > ; logr, N
— E , (1-1/d) — . O8m

amortisierte Speichertransfers verursacht. Fiir die Bearbeitung aller Elemente werden somit

hochstens O (d . % log,r N ) Speichertransfers benotigt.
Es bleibt noch O (d- % log s N) =0 (d- %log% %) zu zeigen. Da nach Vorausset-
zung M > 3¢ - BU+HD/(d=1) it folgt

d+1
log M > log (30 , B(d“)/(d_l)) = ﬁ log B + log 3¢
——
>1
und somit
log N log N

log%N: =0 (logy N).

S
log M —log B ~ O (log M)
Der Logarithmus zur Basis M entspricht also in diesem Fall dem Logarithmus zur Basis
M /B, vgl. Demaine [34]. Mit

d+1
log N >log M > + log B + log 3¢

d—1
——
>1

folgt dann analog zu obiger Argumentation

N N N N
O(logM > = O(logMN—logM B>
B B B B B

B B
N
= O (Blogjg N)

N
= O(BIOgA{N> O
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Der Kerngedanke der obigen Analyse besteht also darin, dass ab einer gewissen Rekursi-
onstiefe der Speicherplatzbedarf fiir die Eingabeelemente, den Hilfsspeicher und den zuge-
horigen k-Verschmelzer hinreichend klein ist, so dass alle involvierten Blocke im Zuge der
restlichen rekursiven Aufrufe nur einmal in den internen Speicher geladen werden miissen.
Fiir die Bearbeitung der Segmente auf den héheren Rekursionsebenen kann k%/B > y - k
(y > 0) gezeigt und somit die Anzahl der durch Anwendung eines k-Verschmelzers ver-
ursachten Speichertransfers mittels der oberen Schranke O (% log kd> begrenzt werden,

was letztendlich zum obigen Ergebnis fiihrt.

Parameter d Im obigen Verfahren kann durch Wahl der Konstanten d die Anforderung
an die Grofe des internen Speichers variiert werden. In der Literatur [8, 34, 38| wird oft
d = 3 gewéhlt und somit eine Annahme der Form M € Q (Bz) getroffen. Fiir d > 3 ergibt
sich zwar eine schwiichere Bedingung der Gestalt M € Q(B'*¢) mit ¢ € (0,1), jedoch
verursacht das obige Verfahren dann um einen Faktor aus © (%) mehr Speichertransfers
als in dem Fall M € Q(B?). Die Wahl der Konstanten d stellt also einen Kompromiss
zwischen der Anforderung an den internen Speicher und dem konstanten Vorfaktor in der
(in allen Féllen asymptotisch optimalen) Grenze fiir die verursachten Speichertransfers dar.
Wie Brodal und Fagerberg [22] bemerken, ist dieser Kompromiss der bestmdgliche fiir das

vergleichsbasierte Sortieren.

3.3 Datenstrukturen

In diesem Abschnitt werden zwei cache-oblivious-Datenstrukturen genauer erldutert. Die
erste ist die weiter oben schon angesprochene Struktur eines k-Verschmelzers. Die zweite
Datenstruktur ist eine von Brodal und Fagerberg [21] entwickelte Prioritdtswarteschlange

namens funnel heap.

3.3.1 k-Verschmelzer

In den Arbeiten von Frigo et al. [38, 53] wird ein k-Verschmelzer rekursiv anhand von
Vk-Verschmelzern und Puffern definiert. Hier soll jedoch eine (vereinfachte) Version eines

solchen k-Verschmelzers behandelt werden, die auf Brodal und Fagerberg [20] zuriickgeht.

Struktur

Zur Definition eines k-Verschmelzers wird die Definition eines bindren Verschmelzers (bi-
nary merger) bendtigt. Ein bindrer Verschmelzer vereint zwei sortierte Eingabestrome zu
einem sortierten Ausgabestrom: Pro Verschmelzungsschritt wird ein Element vom Kopf
eines der beiden Eingabestrome an das Ende des Ausgabestroms bewegt. Der Kopf beider

Eingabestrome sowie das Ende des Ausgabestroms befinden sich jeweils in Puffern, die
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>

Ausgabepuffer
Grofe (16)9

AnnT

ANANAAAAAANAATAT

(a) Bindrer Verschmelzungsbaum (b) 16-Verschmelzer

Abbildung 3.4: In Abbildung (a) wird ein aus fiinf bindren Verschmelzern zusammengesetzter
bindrer Verschmelzungsbaum dargestellt. Abbildung (b) zeigt einen 16-Verschmelzer (d > 2), vgl.
[8]. Die Grofen der Puffer unterscheiden sich dabei je nach Rekursionstiefe.

eine begrenzte Anzahl von Elementen aufnehmen konnen. Ein Puffer (buffer) ist ein Array
mit zusétzlichen Feldern, die die Grofe des Arrays und Zeiger auf das erste und das letzte
Element des Arrays speichern.

Bindre Verschmelzer konnen zu bindgren Verschmelzungsbiumen (binary merge trees)
[8] kombiniert werden, um mehrere Eingabestrome gleichzeitig zu vereinen. Ein binarer
Verschmelzungsbaum ist ein Bindrbaum, dessen innere Knoten mit bindren Verschmel-
zern korrespondieren. Mit Ausnahme der Wurzel bildet der Ausgabestrom eines inneren
Knotens einen der beiden Eingabestrome seines Vaterknotens. Der Ausgabestrom des Wur-
zelknotens stellt den Ausgabestrom des gesamten Verschmelzungsbaums dar. Jede Kante
zwischen zwei inneren Knoten korrespondiert demnach mit einem Ausgabepuffer. Zusétz-
lich besitzt ein Verschmelzungsbaum einen mit seinem Wurzelknoten korrespondierenden
Ausgabepuffer. Die zu verschmelzenden Elemente sind in (externen) Eingabestromen ent-
halten, welche mit den Blédttern des Verschmelzungsbaums verkniipft werden, vgl. Abbil-
dung 3.4 (a).

Ein k- Verschmelzer (k-merger) [20] ist ein bindrer Verschmelzungsbaum, dessen Puffer
spezielle Grofen besitzen. Wie auch in anderen Arbeiten [8, 20, 21] wird der Einfachheit
halber angenommen, dass k von der Form k = 27 fiir eine positive ganze Zahl j ist. Ein
k-Verschmelzer ist somit ein vollstdndiger Bindrbaum mit k£ —1 binéren Verschmelzern, vgl.
Abbildung 3.4 (b). Der Ausgabepuffer des Wurzelknotens eines k-Verschmelzers T besitzt
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Py | | Ausgabepuffer der Groge k¢

Oberer Baum
N

[gk]

L5

L(T)| L(To) [P | L(Th) P | L(T2) OO 1| L(Ti-1)| P | £(Th)

Abbildung 3.5: Rekursive Definition der Puffergréfen und Speicherplatzbelegung eines k-
Verschmelzers T', vgl. [8, 34, 54]. Die Puffer zwischen dem oberen Teilbaum und den [ = gMlogk/2]
unteren Teilbdumen besitzen eine Gréfe von [k%/2]. Ein unterer Teilbaum wird gemeinsam mit
seinem Ausgabepuffer (falls ein solcher vorhanden ist — ein Blatt besitzt keinen Ausgabepuffer) im

Speicher abgelegt. Der Ausgabepuffer Py wird separat gespeichert.

eine Groke von k¢. Die Groken der (restlichen) internen Puffer von T' werden rekursiv
definiert: Sei ¢ = logk die Tiefe von T. Der obere Baum von T ist derjenige Teilbaum,
dessen Knoten alle eine Tiefe von maximal [i/2] besitzen. Die unteren Bdume von T sind
die in den Knoten mit Tiefe [i/2] 4+ 1 gewurzelten Teilbdume von T'. Die Gréfe der Puffer
zwischen dem oberen und den unteren Biumen betriigt [k%2]. Tnnerhalb der Teilbiume
werden die Grofen der Puffer durch Rekursion definiert, vgl. Abbildung 3.5.

Die Speicherplatzbelegung £(T') eines k-Verschmelzers T wird ebenso rekursiv anhand
der obigen Teilbdume definiert: Besteht T aus nur einem Knoten, so wird dieser ohne sei-
ne Eingabepuffer und ohne seinen Ausgabepuffer im Speicher abgelegt. Ansonsten seien

Ty der obere und 77, ...,T; die unteren Béume von T' (I = 2“0gk1/2~|>

. Die Speicherplatz-
belegung L£(T') von T besteht dann aus der Speicherplatzbelegung £(7y) von Ty gefolgt
von den Speicherplatzbelegungen L£(T}), ..., L(T};) der unteren Baume. Der Ausgabepuffer
eines unteren Teilbaums 7; (falls ein solcher vorhanden ist) wird dabei vor der Speicher-
platzbelegung L(T;) zusammenhéngend mit dieser im Speicher abgelegt, vgl. Abbildung
3.5. Der Ausgabepuffer des Wurzelknotens gehort nicht zur Speicherplatzbelegung des k-
Verschmelzers. Dieser wird separat gespeichert und kann als Ausgabemechanismus fiir den

Ausgabestrom des k-Verschmelzers gesehen werden.

Fin k-Verschmelzer entspricht somit einem anhand des wan Emde Boas layouts im
Speicher abgelegten Bin#drbaums, bis auf den Unterschied, dass fiir jeden inneren Knoten

mit Ausnahme des Wurzelknotens zusétzlich ein Puffer gespeichert wird und dass (bei
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Prozedur FiLL(v)

Eingabe: Ein innerer Knoten v eines Verschmelzungsbaums 7.
1: while Der Ausgabepuffer von v nicht voll und mindestens einer der beiden Eingabestréme von
v nicht aufgebraucht ist do
if Linker Eingabepuffer von v leer und linker Eingabestrom nicht aufgebraucht then
FirL(linkes Kind von v)
end if
if Rechter Eingabepuffer von v leer und rechter Eingabestrom nicht aufgebraucht then
F1rr(rechtes Kind von v)
end if

if Mindestens einer der beiden Eingabepuffer von v ist nicht leer then

Fiihre einen Verschmelzungsschritt aus. Dadurch wird ein Element aus einem der beiden
Eingabepuffer von v in den Ausgabepuffer von v bewegt.

10:  end if

11: end while

Algorithmus 3.3: Die Verschmelzungsprozedur, vgl. [20, 21]

Betrachtung ungerundeter Werte) der obere Teilbaum eine grofere Hohe als ein unterer

Teilbaum besitzt.

Anwendung eines Verschmelzungsbaums

Mit Hilfe der Prozedur FiLL (Algorithmus 3.3) kénnen die Eingabestréme eines Verschmel-
zungsbaums T vereint werden. Allgemein fiihrt die Anwendung der Prozedur auf einen
inneren Knoten v von T solange zu rekursiven Aufrufen, bis entweder der Ausgabepuf-
fer von v voll ist, oder beide Eingabestrome von v aufgebraucht sind. Wird die Prozedur
auf den Wurzelknoten des Verschmelzungsbaums 7' (dessen Pufferspeicher zu Beginn leer
sind) angewendet, so wird dadurch ein Ausgabestrom produziert, der aus den Elementen
der verschmolzenen mit dem k-Verschmelzer verkniipften Eingabestrome besteht. Bei ei-
nem k-Verschmelzer besitzt dieser Ausgabestrom (pro Anwendung der Prozedur FILL auf

seinen Wurzelknoten) eine Linge von k.

Wie Brodal und Fagerberg [20] bemerken, besteht der Unterschied zu dem von Frigo
et al. [38] vorgestellten k-Verschmelzer darin, dass die Puffer nicht auf ihren Inhalt iiber-
priift und anschlieffend ggf. gefiillt werden miissen. Bei der hier vorgestellten Variante eines
k-Verschmelzers wird durch die (rekursive) Ausfithrung der Prozedur FILL ein Puffer ein-
fach wieder aufgefiillt, sobald das letzte Element aus diesem entnommen wurde und der

entsprechende Eingabestrom noch nicht aufgebraucht ist.
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Analyse

Es wird nun zunichst die Speicherplatzkomplexitit eines k-Verschmelzers bestimmt, aus
der anschliefend die Anzahl der pro Anwendung eines solchen verursachten Speichertrans-

fers hergeleitet wird.

Speicherplatzbedarf Der von einem k-Verschmelzer belegte Speicherplatz besteht aus
dem (rekursiv definierten) Speicherplatz fiir den oberen und die unteren Biume des k-
Verschmelzers und dem Speicherplatz fiir die Pufferspeicher zwischen dem oberen und den
unteren Biumen. Analog zu Brodal und Fagerberg [20] werden im Folgenden die Werte
fiir die Grofsen dieser Teilbdume gerundet, d.h. sowohl der obere als auch die unteren
Biume eines k-Verschmelzers als k'/2-Verschmelzer angesehen. Der insgesamt bendtigte

Speicherplatz eines k-Verschmelzers wird durch das folgende Lemma analysiert;:

3.3.1 Lemma ([|20]). Sei d > 2 und bezeichne S(k) den durch einen k-Verschmelzer

belegten Speicherplatz. Dann existiert eine Konstante ¢ > 1, so dass
EAD/2 < §(k) < ¢ KldHD/2
fiir alle k € N erfillt ist.

Beweis. Da ein k-Verschmelzer aus k%2 Puffern der Groke k%2 und (k'/2 + 1) rekursiv
definierten Teilbsumen der Grofe S(k'/2) besteht, kann der Speicherplatzbedarf S(k) eines

solchen durch die Rekurrenz
S(k) — ]{71/2 . kd/2 + (k1/2 + 1) . S(k1/2)

beschrieben werden.? Diese lisst sich mit Hilfe der Substitutionsmethode [32] wie folgt
auflésen: Sei ¢ > 1 eine beliebige fest gewidhlte Konstante aus R. Unter der Annahme von
S(k) <c k% gilt

S(k) = EY2. kY2 4 (V2 4 1) S(KY?)

< KT 4 E2H1) e kT
= kT —(c—1) -k e (B2 41) kT
<0 fiir alle k£ hinreichend grof
Der hintere Term ist fiir alle hinreichend grofsen k kleiner oder gleich 0: Da % > % &
d > 1 nach Wahl von d erfiillt ist, wéchst die Funktion k& — KT asymptotisch echt

schneller als die Funktion &k — k2. kT = k7. Aufgrund von (¢—1) > 0 existiert somit

eine Konstante kg € N, so dass (¢ —1) - B > (kY2 +1). kT und folglich

S(k)<c- ks

’Der Ausgabepuffer der Grofe k¢ gehért nach Definition nicht zur Speicherplatzbelegung des k-

Verschmelzers dazu.
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fiir alle k > kg erfiillt ist. Fiir die endlich vielen k& < k¢ kann die Konstante ¢ entsprechend
vergrokert werden. Dies ergibt die Behauptung. g

Speichertransfers Das folgende Theorem analysiert die durch Anwendung der Prozedur
FiLL auf den Wurzelknoten eines k-Verschmelzers verursachten Speichertransfers. Fiir d >

2 und ¢ > 1 wird dabei die Annahme
B(d-‘rl)/(d—l) < M/?)C
getroffen, d.h. eine Mindestgrofse des internen Speichers vorausgesetzt.

3.3.2 Theorem ([20]). Sei d > 2 fest gewdhll und ¢ die Konstante aus Lemma 3.3.1.
Unter der Annahme von BHD/(@=1) < M/3c werden durch Anwendung der Prozedur
FiLL auf den Wurzelknoten eines k-Verschmelzers hichstens O (%logM(kd) + k> Spei-

chertransfers verursacht.

Beweis. Um die verursachten Speichertransfers zu analysieren, wird die rekursive Definiti-
on der Puffergrofien eines k-Verschmelzers betrachtet. Je grofser die Rekursionstiefe, desto
geringer ist die Anzahl der in den entsprechenden Puffern Platz findenden Elemente und
desto geringer ist der von den oberen und unteren Teilbdumen verwendete Speicherplatz.
Sei nun diejenige Rekursionstiefe betrachtet, ab der diese Teilbaume (ohne die Ausgabepuf-
fer der zugehorigen Wurzelknoten) jeweils weniger als M /3 Speicherplatz belegen, d.h. ab
der
E(d+1)/2 < M/3c

gilt, wobei k die Anzahl der Blitter eines solchen Teilbaums sei. Da k der erste Wert ist,

fiir den
E(d+1)/2 S M/3C
gilt, muss
(&) S ayse
und somit

k> (M/3c)!/(4+D)

erfiillt sein. Die Puffer, deren Grofe durch Rekursion bis zur obigen Rekursionstiefe defi-
niert ist, werden grofle Puffer (large buffers) genannt. Entfernt man die mit den groken
Puffern korrespondierenden Kanten aus dem k-Verschmelzer, so wird dieser in Teilbdume
zerlegt, welche als Basisbdume (base trees) bezeichnet werden. Nach Voraussetzung gilt
BU+D/(d=1) < M /3¢ und somit

M/3c+B+k-B < M/3c+ M/3c+ (M/3¢) @V . (h/3¢)d=D/ (@)
= M/ec.
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Da ¢ > 1 gilt, kann der interne Speicher folglich jeweils einen Basisbaum und einen
Speicherblock fiir jeden der k + 1 Puffer, die den Basisbaum umgeben, aufnehmen.

Ist der k-Verschmelzer selbst ein Basisbaum (gilt also k(@t1)/2 < M/3¢), so passen die-
ser, ein Block des Ausgabestroms und jeweils ein Block pro Eingabestrom in den internen
Speicher. Eine Anwendung der Prozedur FILL auf den Wurzelknoten fiillt den Ausgabe-
puffer dieses Knotens mit k¢ Elementen und verursacht bei diesem Vorgang héchstens
2(k?/B) + k Speichertransfers: Da die Elemente nicht gleichmiRig auf die Eingabestrome
verteilt sein miissen, verursacht das Einlesen der Elemente aus den Eingabestrémen insge-
samt k?/B+k Speichertransfers. Der Transfer der Ausgabeelemente des k-Verschmelzers in
den Ausgabepuffer seines Wurzelknotens verursacht weiterhin k¢/B Speichertransfers. Bei
dem gesamten Vorgang werden also insgesamt héchstens O(k?/B + k) Speichertransfers
verursacht. Die Behauptung ist somit fiir diesen Fall erfiillt.

Ansonsten betrachte man die Zerlegung des k-Verschmelzers in die entsprechenden
Basisbdume. Eine Anwendung der Prozedur FiLL auf den Wurzelknoten v eines solchen
Basisbaums fiillt den Ausgabepuffer von v mit Q(k%) Elementen (die Ausgabepuffer der
Basisbiume konnen zwischen k% und k¢ Elemente aufnehmen). Unter der Annahme, dass
kein direkt unter dem Basisbaum liegender Eingabepuffer geleert wird, verursacht die Ab-
arbeitung dieses Prozeduraufrufs hochstens O (Ed/B) Speichertransfers: Das Laden des
Basisbaums und eines Speicherblocks fiir jeden der k Puffer direkt unter dem Basisbaum
verursacht O (k(@V/2/B + k) Speichertransfers. Dies entspricht O (1/B) amortisierten

Speichertransfers pro ausgegebenen Element, da zum Finen aufgrund von d > 2
E‘(d+1)/2/B < ]%d/B

erfillt ist und zum Anderen aus
kL > M /3¢

unter Verwendung der Mindestgrofe des internen Speichers

und somit
k<klB

folgt. Die Kosten fiir das Einlesen der Elemente aus den Eingabestromen des Basisbaums
verursachen aufgrund obiger Abschitzung ebenso O (Ed/ B+ /2:) co (kjd / B) Speicher-
transfers. Da die Kosten fiir das Schreiben der Elemente in den Ausgabepuffer trivialer-
weise O (k%/B) Speichertransfers betragen, werden also wie behauptet O( %) amortisierte
Speichertransfers pro Element verursacht.

Entleert sich ein Puffer direkt unter dem Basisbaum, so fiihrt dies zu rekursiven Aufru-
fen der Prozedur FiLL. Dadurch kann der Basisbaum aus dem Speicher verdringt werden,

infolgedessen dieser nach Abarbeitung der rekursiven Aufrufe evtl. erneut in den internen
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Speicher geladen werden muss. Im Zuge der rekursiven Aufrufe wird jedoch der zuvor leere
Puffer mit Q(k%) Elementen gefiillt (mit Ausnahme des weiter unten beschriebenen Son-
derfalls). Die Kosten fiir das erneute Laden des Basisbaums kénnen somit diesen Q(k9)
Elementen zugeschrieben werden; jedes Element, welches in einen groken Puffer eingefiigt
wird, ,zahlt“ also mit O(1/B) amortisierten Speichertransfers fiir das evtl. erneute Laden
des dariiberliegenden Basisbaums.

Der Ausnahmefall, dass ein grofker Puffer nicht vollstindig gefiillt wird, da der ent-
sprechende Eingabestrom aufgebraucht ist, tritt pro grokem Puffer hochstens einmal auf.
Indem jeweils jede Position eines grofken Puffers mit O (1/B) Speichertransfers belastet
wird, sind die Kosten fiir das evtl. erneute Laden der entsprechenden Basisbdume in die-
sen Fillen ebenso gedeckt. Da die grofsen Puffer einen Teil des von einem k-Verschmelzer
bendétigten Speicherplatz ausmachen und dieser einen in der Anzahl der durch ihn aus-
gegebenen Elemente sublinearen Speicherplatz belegt, werden dadurch héchstens O(1/B)
amortisierte Speichertransfers pro Element veranschlagt.

Indem also jedes Element mit O(1/B) amortisierten Speichertransfers belastet wird,
sobald dieses in einen grofsen Puffer eingefiigt wird, sind die Kosten fiir alle verursachten
Speichertransfers gedeckt. Ein Basisbaum besitzt aufgrund von k > (M/ 30)1/ (@1 minde-
stens F' = (M/ 30)1/ (4+1) Blitter. Jedes Element kann somit in héchstens

log k log k
Fho= 1/(d+1
log k
— (d+1).—BY
[+ 1) et 30
log M
= 1) - L ke —=
(d+1) dogar k- 4o Tog3e

groke Puffer eingefiigt werden. Da log M > log3c gilt, folgt logpk € O(d - log,, k) =
O(logy, k%). Die (rekursive) Bearbeitung aller Elemente verursacht deshalb wie behauptet
hochstens (’)(%i log,; (k%) + k) Speichertransfers. O

3.3.2 Prioritatswarteschlangen

Eine Prioritdtswarteschlange (priority queue) ist eine abstrakte Datenstruktur zur Verwal-
tung einer Menge von Elementen, denen jeweils eine Prioritit (Schliissel) zugeordnet ist.
Prioritdtswarteschlangen miissen dabei die Operationen INSERT und DELETEMIN ausfiih-
ren konnen, wobei die INSERT-Operation ein neues Element in die Prioritdtswarteschlange
einfiigt und die DELETEMIN-Operation das kleinste Element (also das Element mit dem
kleinsten Schliissel und somit grofter Prioritdt) auffindet und aus der Prioritétswarte-
schlange entfernt. Gelegentlich wird noch eine DELETE-Operation von einer Prioritits-
warteschlange unterstiitzt, welche ein beliebiges Element mit gegebenem Schliissel aus der

Prioritdtswarteschlange entfernt.
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Eine Prioritdtswarteschlange kann im RAM-Modell effizient durch einen heap realisiert
werden [49, 51]. Die Laufzeit einer INSERT- bzw. einer DELETEMIN-Operation betrégt in
diesem Fall jeweils hochstens O (log N), wobei N die Gesamtanzahl der Elemente des heaps
angibt. Im I/O-Modell fithrt die sogenannte buffer tree-Technik von Arge [6] zu einer ef-
fizienten Implementierung einer Prioritdtswarteschlange, bei der die beiden Operationen
INSERT und DELETEMIN jeweils mit O (% logas/ %) amortisierten I/O-Operationen un-
terstiitzt werden. Wie Arge et al. [7, 8] bemerken, scheint es schwierig, diese Struktur an
die Bediirfnisse des cache-oblivious-Modells anzupassen, da in ihr periodisch die ©(M)

kleinsten Elemente gesucht und im internen Speicher ablegt werden.

Im cache-oblivious-Modell impliziert die Existenz eines dynamischen cache-oblivious B-
Baums [15] die Existenz einer cache-oblivious Prioritdtswarteschlange, bei der die Operatio-
nen INSERT und DELETEMIN jeweils hochstens O(logg N) Speichertransfers verursachen,
vgl. Arge et al. [7, 8]. Diese Grenze ist aber bei einer amortisierten Analyse der verursachten
Speichertransfers suboptimal. Die optimale Grenze von O <% logar/ B %) Speichertransfers
fiir die Ausfithrung einer INSERT- bzw. DELETEMIN-Operation wurde zuerst durch eine von
Arge et al. [7] entwickelte cache-oblivious Prioritdtswarteschlange erreicht. Etwas spéter
entwickelten Brodal und Fagerberg [21] eine cache-oblivious Prioritdtswarteschlange, deren
Hauptkomponente aus einem bindren Verschmelzungsbaum besteht, welcher sich wiederum

aus Puffern und k-Verschmelzern verschiedener Groflen zusammensetzt.

Im Rest dieses Kapitels wird die von Brodal und Fagerberg [21] vorgestellte Prioritéts-
warteschlange, genannt funnel heap, vorgestellt. Dabei basieren die folgenden Ausfiihrungen
auf den Arbeiten von Brodal und Fagerberg [21] und Arge et al. [8].

Struktur

Die Hauptkomponente der funnel heap-Datenstruktur besteht aus einer Sequenz von k-
Verschmelzern (d = 3), die mit Hilfe von binédren Verschmelzern und Puffern zu einer ver-
ketteten Liste zusammengefiigt werden, vgl. Abbildung 3.6. Dieser Teil der Datenstruktur
stellt insgesamt einen einzigen bindren Verschmelzungsbaum dar. Der zweite Teil besteht

aus einem separaten Eingabepuffer I.

Die Details der Struktur werden induktiv mittels der wie folgt definierten Werte k; und
s; (i > 1) gegeben:

(kh 51) = (27 8)
Si+1 = Si- (k?z + 1)
kisn = [[sip1/?]]
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Abbildung 3.6: Die funnel heap-Prioritdtswarteschlange, vgl. [8, 21]. Diese besteht aus einer
Sequenz von k-Verschmelzern (Dreiecke), die mit Hilfe von Puffern (Rechtecke) und binéren Ver-
schmelzern (Kreise) zu einem bindren Verschmelzungsbaum verkniipft werden, und einem separaten

Eingabepuffer I. Die Komponenten des i-ten Links sind rot umrandet.

Dabei bezeichnet die Notation [[x]] die kleinste Potenz von 2, die groker als x ist, d. h. [[z]] =
ollogz] ~Fiir die Werte k; und s; gilt dabei s;11 € © (s?/g) und k;41 € © <k?/3>: Da
kiy1 = HSZ‘_:,_ll/g—H gilt, folgt direkt

1/3

i

S}/Sgki<2s

1/3

und somit ;41 = s; - (ki + 1) > sik; > s?/3 bzw. sit1 = s (ki +1) <s;-(2s5;"" +1) <

1/3 4/3 .
Si+ 3 si/ =3 si/ , also insgesamt

S?/g < Sip1 < 3+ S?/g.

Induktiv kann weiterhin leicht s; = s1 + 23;11 kj;s; fiir ¢ > 1 gezeigt werden: Fiir ¢ = 1 ist
die Gleichung trivialerweise erfiillt. Ansonsten folgt mit Hilfe der Induktionsvoraussetzung
direkt

1—1 7
Si+1 = S; - (k‘l + 1) =s;k; + | s1+ Z kij = 851 + Z k‘ij
=1 j=1

und somit die Behauptung.

Wie bereits oben erwihnt, setzt sich die funnel heap-Datenstruktur aus zwei Kompo-
nenten zusammen. Die erste Komponente besteht aus einer Sequenz von Links, wobei der
i-te Link seinerseits zwei Puffer A; und B;, einen bindren Verschmelzer v; und einen k;-
Verschmelzer mit Eingabepuffern S;q, ..., Six, umfasst, vgl. Abbildung 3.6. Der Puffer B;,
der k;-Verschmelzer K; und die Eingabepuffer Sji,..., S, stellen den unteren Teil des
i-ten Links dar. Die Puffer A; und B; kdnnen jeweils beide k‘f’ und die Puffer S;1, ..., Si,

jeweils s; Elemente aufnehmen. Zu jedem Link ¢ geh6rt weiterhin eine Z#hlvariable ¢;, fiir
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die 1 < ¢; < k;j + 1 gilt. Der Startwert dieser Variablen betrégt 1 fiir jeden der Links. Die
zweite Komponente der funnel heap-Datenstruktur ist ein Eingabepuffer I der Groke s;.

Ein funnel heap wird in der Reihenfolge I, Link 1,Link 2,... zusammenhingend im
Speicher abgelegt, wobei die Speicherplatzbelegung eines Links ¢ den Autbau ¢;, 4;, v, B,
K;, S, ..., Sik, hat.

Operationen

Es werden nun vier Operationen auf der funnel heap-Datenstruktur beschrieben. Die ersten
beiden Operationen sind die fiir eine Prioritdtswarteschlange bendtigten Operationen IN-
SERT und DELETEMIN. Die dritte Operation ist die optionale DELETE-Operation, welche
ein beliebiges Element mit Hilfe seines Schliissels in der Prioritdtswarteschlange 16schen
kann. Zuletzt wird eine SWEEP-Operation beschrieben, welche der INSERT-Operation als
Hilfsfunktion dient. Bei der Ausfiihrung aller Operationen werden die folgenden Invarianten

aufrecht erhalten:
Invariante 1: Fiir jeden Link ¢ enthalten die Eingabepuffer S;,, ..., Si, keine Elemente.

Invariante 2: Auf jedem Pfad des gesamten Verschmelzungsbaums von einem beliebigen
Puffer zum Puffer A; treten die Elemente in absteigender Ordnung (bzgl.

ihrer Schliissel) auf.
Invariante 3: Die Elemente im Puffer I sind sortiert.

Wie Arge et al. [8] bemerken, entspricht die zweite Invariante der Forderung, dass der ge-
samte Verschmelzungsbaum die fiir einen heap geforderte Ordnungsbedingung [32] erfiillt.
Aus dieser folgt direkt, dass die Elemente in den Puffern jeweils in sortierter Form vorlie-
gen und dass sich die kleinsten Elemente der Prioritéitswarteschlange entweder in A oder
I befinden. Weiterhin bleibt diese Ordnungsbedingung auch bei Anwendung der Prozedur
FiLr (Algorithmus 3.3) auf einen beliebigen bindren Verschmelzer des Verschmelzungs-

baums erhalten.

INsErRT Mit Hilfe der INSERT-Operation kann ein neues Element in die Prioritdtswarte-
schlange eingefiigt werden. Dazu wird dieses unter Aufrechterhaltung der dritten Invariante
in den Puffer I eingefiigt. Ist I nach Finfiigen dieses Elements voll belegt, so wird derjenige
Link ¢ gesucht, fiir den ¢; < k; gilt. Anschliefsend wird die SWEEP-Operation mit Parameter

1 ausgefiihrt.

DELETEMIN Die DELETEMIN-Operation stellt die einfachste der Operationen dar. Um
das Element mit dem kleinsten Schliissel (und somit der héchsten Prioritét) aus der Prio-

ritdtswarteschlange zu entfernen, wird zunéchst gepriift, ob der Puffer Ay leer ist. Ist dies
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der Fall, so wird die Prozedur FiLL auf den Knoten v; angewendet. Falls die Prioritatswar-
teschlange iiberhaupt Elemente enthélt, so sind die kleinsten dieser Elemente anschliefsend
entweder in A; oder I (falls A; Elemente enthélt) oder nur in I enthalten. Durch einen
Vergleich des Inhalts beider Puffer kann dann das gesuchte Element aus der Prioritatswar-

teschlange entfernt und zuriickgegeben werden.

DELETE Die DELETE-Operation kann mit Hilfe der INSERT- und DELETEMIN-Operation
von der Prioritdtswarteschlange unterstiitzt werden: Um ein beliebiges Element mit gege-
benen Schliissel aus der Prioritdtswarteschlange zu entfernen, wird ein spezielles delete-
Element mit gleichem Schliissel in die Prioritdtswarteschlange eingefiigt. Dadurch kann
bei Ausfithrung einer spéter folgenden DELETEMIN-Operation mittels eines weiteren Auf-

rufs von DELETEMIN festgestellt werden, ob das Element zuvor geléscht wurde oder nicht.

SWEEP Durch einen Aufruf der Operation SWEEP mit Parameter ¢ wird zunéchst der
Pfad p von A; nach S;., traversiert und jeder angetroffene Puffer mit der Anzahl von
Elementen markiert, die er zu diesem Zeitpunkt enthilt. Anschliefend wird durch eine
Traversierung des Teilpfads von A; nach Sj., ein sortierter Strom oy gebildet, der aus
den Elementen besteht, welche sich in den Puffern auf diesem Teilpfad befinden. Hiernach
wird ein zweiter Strom o9 erzeugt, der sich aus den Elementen des Puffers I und aus den
Elementen der Links 1,...,7 — 1 zusammensetzt. Dazu wird der Puffer A; voriibergehend
als aufgebraucht* markiert und die Operation DELETEMIN solange ausgefiihrt, bis diese
keine Elemente mehr liefert. Die beiden Strome o1 und o9 werden dann zu einem sortierten
Strom o verschmolzen. Im Zuge dieser Verschmelzung werden die vordersten (kleinsten)
Elemente von o in die Puffer des Pfads p eingefiigt. Hierbei werden mit Hilfe der zu Beginn
erstellten Markierungen jeweils nur so viele Elemente in einen Puffer eingefiigt, wie dieser
vor Aufruf der SWEEP-Operation enthielt. Die restlichen Elemente von ¢ werden in den
Puffer S, eingefiigt. Zuletzt wird die Zahlvariable ¢; um eins erh6ht und die Zahlvariablen

c1,...,ci—1 auf eins zuriickgesetzt.

Analyse

Es wird zunéchst die Korrektheit der oben angegebenen Operationen iiberpriift und an-
schliefend der fiir die Prioritdtswarteschlange insgesamt bendtigte Speicherplatz angege-
ben. Zuletzt werden die durch Anwendung der Operationen verursachten Speichertransfers

analysiert.

Korrektheit Die Korrektheit der DELETEMIN-Operation folgt direkt aus der (giiltigen)
zweiten Invariante. Fiir die beiden Operationen INSERT und SWEEP muss gezeigt werden,

dass diese die Invarianten aufrecht erhalten und dass der Eingabepuffer S;., bei Anwendung
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einer SWEEP(7)-Operation nicht iiberlduft. Die Korrektheit der DELETE-Operation ergibt
sich direkt aus der Korrektheit der INSERT- und DELETEMIN-Operation.

Die INSERT-Operation fiigt unter Aufrechterhaltung der dritten Invariante ein neues
Element in den Puffer I ein. Enthilt dieser Puffer anschliekend weniger als acht Elemente,
so findet keine weitere Aktion statt. Die Korrektheit der ersten und zweiten Invariante ist
in diesem Fall offensichtlich. Ansonsten ist I nach Einfiigen des Elements voll belegt und
es wird derjenige Link ¢ mit ¢; < k; ausgewdhlt. Der ¢;-te Eingabepuffer des ¢-ten Links
enthélt aufgrund der (giiltigen) ersten Invariante keine Elemente. Durch den darauf fol-
genden Aufruf der SWEEP-Operation bleiben weiterhin alle Invarianten erhalten: Im Laufe
des SWEEP(¢)-Aufrufs wird ein sortierter Strom o gebildet, der aus den Elementen des
Pfades p und den unteren Teilen der Links 1,...,7 — 1 besteht. Die vordersten (kleinsten)
Elemente dieses Stroms werden sodann in die Puffer des Pfades p eingefiigt. Dabei werden
jeweils nur so viele Elemente in einen der involvierten Puffer eingefiigt, wie dieser vor Auf-
ruf der SWEEP-Operation enthielt. Ein neues Element des Pfades p kann deshalb héchstens
einen kleineren Schliissel besitzen, als das Element, welches zuvor diese Position des ent-
sprechenden Puffers belegt hat. Daraus ergibt sich die Giiltigkeit der zweiten Invariante.
Die Giiltigkeit der ersten und dritten Invariante ist offensichtlich, da ein SWEEP(7)-Aufruf
den Puffer I und die unteren Teile der Links 1,...,7 — 1 vollstindig entleert. Wird die
SWEEP-Operation unabhéngig von einer INSERT-Operation aufgerufen, so ergibt sich die
Giiltigkeit aller Invarianten analog.

Es muss noch gezeigt werden, dass der Puffer S;., bei Abarbeitung eines SWEEP(7)-
Aufrufs nicht iiberlduft. Dies ergibt sich aus den folgenden Uberlegungen: Bei Ausfiithrung
einer SWEEP(7)-Operation werden die Elemente der unteren Teile der Links 1,...,7i—1 aus
den entsprechenden Puffern entfernt und in den Puffer S;., eingefiigt. Zudem werden die
Zahlvariablen cq,...,c;—1 auf eins zuriickgesetzt. Allgemein wird eine Zahlvariable c¢; des
j-ten Links also nur dann auf eins zuriickgesetzt, wenn zuvor der untere Teil dieses Links
vollstéindig entleert wurde. Insofern kann die Anzahl der in dem unteren Teil des j-ten
Links enthaltenen Elemente nie grofer sein, als die Anzahl der Elemente, welche durch
die maximal k; letzten SWEEP(j)-Operationen in die Prioritdtswarteschlange eingefiigt
wurden. Aufgrund von s; = s1 + Z{:—ll ks, folgt dann induktiv, dass der Puffer S;., bei
Ausfiihrung einer SWEEP(7)-Operation nicht iiberlduft.

Speicherplatzbedarf Um zu gewihrleisten, dass die gesamte Datenstruktur nur einen
linearen Speicherplatzbedarf besitzt, wird ein Link ¢ erst dann erstellt, wenn dieser das
erste Mal benétigt wird, d.h. wenn zum ersten Mal ein SWEEP(47)-Aufruf stattfindet. Bei
Erstellung des i-ten Links werden zunichst nur der Zahler ¢;, der binire Verschmelzer v;,
der k;-Verschmelzer K; und die Puffer A;, B; und S;; angelegt. Dies bendtigt insgesamt
©(s;) neuen Speicherplatz. Bei jeder der néchsten k; — 1 SWEEP(7)-Operationen wird der
Puffer S;., angelegt. Da vor jedem SWEEP(i)-Aufruf s; = s + 23;11 kjs; Elemente in die
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Prioritdtswarteschlange eingefiigt wurden, besitzt die funnel heap-Datenstruktur insgesamt
einen linearen Speicherplatzbedarf.

Um sicherzustellen, dass die Prioritdtswarteschlange zusammenhéngend im Speicher
abgelegt werden kann, wird die gesamte Datenstruktur in einen groferen Speicherbereich
transferiert, sobald diese um einen konstanten Faktor gewachsen ist. Der zusammenhin-
gende Speicherbereich muss dabei so gewahlt werden, dass geniigend freier Speicherplatz
bis zum néchsten Transfer dieser Art zur Verfiigung steht. Die amortisierten Kosten ei-
nes solchen Transfers betragen offensichtlich O(1/B) amortisierte Speichertransfers pro

insgesamt eingefiigtem Element.

Speichertransfers Die folgende Analyse der durch die Operationen verursachten Spei-
chertransfers stellt den umfangreichsten Teil der gesamten Analyse der Datenstruktur dar
und ist in vier Teile gegliedert: Im ersten Teil werden die durch den Aufstieg von Elementen
in den Puffer A; verursachten amortisierten Speichertransfers analysiert. Im zweiten Teil
werden die durch den Aufstieg der Elemente verursachten Kosten den jeweiligen SWEEP-
Operationen zugeschrieben und die durch die SWEEP-Operationen selbst verursachten Ko-
sten analysiert. In diesen beiden ersten Teilen wird angenommen, dass keine involvierten
Eingabestréme aufgebraucht werden. Diese Sonderfille werden im dritten Teil der Ana-
lyse behandelt. Im vierten Teil werden letztendlich die durch die einzelnen Operationen
verursachten amortisierten Speichertransfers angegeben. Fiir die gesamte Analyse wird die

Annahme eines grofsen Speichers von der Gestalt M € 2 (BQ) getroffen.

Aufstieg eines Elements in den Puffer A3 Um die amortisierten Kosten fiir eine
INSERT- oder DELETE-Operation zu analysieren, wird zunéchst gepriift, wie viele Spei-
chertransfers durch den Aufstieg von Elementen in den Puffer A, d.h. durch Anwendung
von entsprechenden bindren Verschmelzern des Verschmelzungsbaums, verursacht werden.
Dabei werden die Kosten fiir das Fiillen eines Ausgabepuffers gleichméfig auf die in den
Ausgabepuffer eingefiigten Elemente verteilt. Unter der (vorldufigen) Annahme, dass keiner
der involvierten Eingabestrome aufgebraucht wird, werden dadurch jedem Element aus ei-
nem Eingabepuffer eines k;-Verschmelzers K; insgesamt O(% log s, g si) Speichertransfers
als Kosten fiir den Aufstieg in den Puffer A; zugeschrieben:

Wie Arge et al. [8] bemerken, beruht der Beweis der obigen Aussage auf der im cache-
oblivious-Modell angenommenen optimalen Ersetzungsstrategie, durch welche die ersten
(kleineren) Links der Datenstruktur im internen Speicher gehalten werden. Um die Anzahl
der Links zu ermitteln, welche im internen Speicher Platz finden, gebe A, den Speicher-

platzbedarf des i-ten Links und A; den Speicherplatzbedarf der ersten ¢ Links an, d.h.

A= A,
k=1
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Aufgrund des sublinearen Speicherplatzbedarfs eines k-Verschmelzers wird der Speicher-
platzbedarf Ar, des i-ten Links durch den Speicherplatzbedarf seiner k; Eingabepuffer
Sit, ..., Sik, dominiert, d.h. es gilt

ALi S @(Szkz) = @(k;l)

Unter Verwendung von kji1 € @(k:?/ 3) folgt dann fiir den Speicherplatzbedarf A; der

ersten ¢ Links

N, € OkH+OeMk)+ ... +O(k) |
= o)) +o(eh )+ re(kh ).

Da der Speicherplatzbedarf Ay, des i-ten Links den Speicherplatzbedarf der ersten ¢ — 1

Links dominiert?, also

=0

gilt, folgt fiir den Speicherplatzbedarf A; insgesamt

N € O = 0(s)%).

)

Mit 2ps sei nun derjenige Index bezeichnet, fiir den
Ai]w <M< AiM-&-l

erfiillt ist. Aufgrund der obigen Analyse folgt dann fiir drei reelle Konstanten c1, ca,c3 > 0

4/3
iM

4/3

<M <ep-s;00

(SR
. 4/3 .
und somit unter Verwendung von s;41 € © (s, weiter

4

4 4 2
log(c1) + <3) log s (siy,) <1 <logy(ca) + <3> logp(c3) + <3> log s (Sipy)-

Es gilt demnach log,,(si,,) € O(1).

Sei nun ein Element in einem Eingabepuffer eines k;-Verschmelzers K; gegeben. Gilt
i < i, so verursacht der Aufstieg des Elements in den Puffer A; keine Speichertransfers,
da sich alle involvierten Komponenten im internen Speicher befinden. Fiir ¢ > ip; wird
das Element mit den Kosten fir den Transfer durch den k;-Verschmelzer K; in den Puffer
B; und fiir den Transfer durch die bindren Verschmelzer v; in die Puffer A; fiir j =

i,i — 1,... iy belastet. Seien zunéchst die Kosten fiir den Aufstieg in B; betrachtet:

3Zur Verifikation dieser Aussage betrachte man E;j} log (c~ (k‘f)<4/3>]) fiir eine passende reelle Kon-
stante ¢ > 0.
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Nach Theorem 3.3.2 verursacht der k;-Verschmelzer K; bei Anwendung (9(%3 log s k3 + ki)
Speichertransfers und fiillt den Ausgabepuffer B; mit kf’ Elementen. Mit Hilfe von

M < AiM+1 € Q(k;'lM—H) C O(kf)

folgt dann unter Verwendung von M € (B?) zuniichst B € O(k?) und somit weiter
ki € O(k?/B). Unter der Annahme, dass keine Eingabestrome aufgebraucht werden, wird

ein Element demnach beim Aufstieg in den Puffer B; mit

1 . 1
o (B 1OgM/B kf) =0 (B logas/B 3,»)

amortisierten Speichertransfers belastet. Fiir den weiteren Transfer des Elements durch
die bindren Verschmelzer v; nach A; fir j = 4,74 — 1,...,iy wird jedes Element mit
weiteren O( % log s/ si) Speichertransfers belastet: Das Fiillen eines Puffers A; verursacht
O(1 + |A;|/B) Speichertransfers. Analog zu obiger Begriindung folgt

Be O, ) C O

M

und somit unter Beachtung von |A4;| = k;’ und kj?’ > kf‘M > k:i.3 1\/4 5 insgesamt

O(1 +[4;|/B) = O(|4;|/B).

Ein Element wird also fiir jedes A; mit O(1/B) Speichertransfers belastet. Es muss noch

die Anzahl ¢ — 7)s der traversierten Puffer begrenzt werden: Aus sfﬁ
(4/3)" "M
M

31 < s; folgt induktiv
< s; und somit

(4/3)"im
(5

loglogyrsi > loglogy, s
= (i—ipn)- logg + loglogs iy, -
Da log,,(si,,) € ©(1) und M € Q(B?) gilt, folgt schlieflich
i — iy € O(loglogyy si) C O(logyy si) = O(logpy, g 8i)-

Unter der Annahme, dass keiner der involvierten Eingabestrome aufgebraucht wird, werden
demnach jedem Element aus einem der Eingabepuffer von K; insgesamt (’)(% logyr/ B Si)

Speichertransfers als Kosten fiir seinen Aufstieg in den Puffer A; zugeschrieben.

Kredit-Invariante und Kosten einer SWEEP(i)-Operation Ein Element wird
nach obigen Ausfiihrungen fiir den Aufstieg aus einem Eingabepuffer von K; in den Puf-
fer A; mit (’)(%logM/B si) Speichertransfers belastet. Arge et al. [8] stellen eine Kredit-
Invariante auf, durch die gefordert wird, dass jedes Element genug ,Krediteinheiten® be-

sitzt, um den Aufstieg in den Puffer A; zu ,bezahlen“. Die Krediteinheiten entsprechen
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dabei den amortisierten Speichertransfers. Ein Element muss also O($ log,, /B 8i) Kredit-
einheiten besitzen, wenn es in einen der Eingabepuffer eines k;-Verschmelzers K; eingefiigt
wird. Die Kosten fiir diese Krediteinheiten werden den SWEEP-Operationen zugeschrie-
ben, d.h. eine SWEEP(7)-Operation wird mit den Kosten der Elemente belastet, die durch
die Ausfilhrung der Operation in einen der Eingabepuffer von K; eingefiigt werden. Ins-
gesamt werden die durch die bindren Verschmelzer verursachten Kosten somit durch die
SwEEP-Operation im Voraus bezahlt.

Eine SWEEP(7)-Operation verursacht bei Ausfithrung selbst auch Speichertransfers.
Diese werden nun analysiert. Im ersten Schritt einer SWEEP(¢)-Operation wird der Strom
o1 erstellt, welcher aus den Elementen des Pfades p von A; nach S;., besteht. Da alle

Komponenten zusammenhingend im Speicher abgelegt sind, werden dadurch héchstens
O ((Di-1+ |4l + |Bi| +|Kil) /B) C O (k}/B) = O (si/B)

Speichertransfers verursacht. Im zweiten Schritt einer SWEEP(7)-Operation wird der Strom
oo mit Hilfe von DELETEMIN-Operationen erstellt. Die Kosten fiir diesen Vorgang sind
schon gedeckt, da jedes involvierte Element aufgrund der Kredit-Invariante genug Kredit-
einheiten fiir seinen Aufstieg in den Puffer A; besitzt. Im letzten Schritt der SWEEP(4)-
Operation werden die beiden Stréme o1 und o9 zu einem sortierten Strom o vereint und
die Elemente auf die Puffer des Pfades p und den Eingabepuffer S;., verteilt. Die durch das
Einfiigen der Elemente in die Puffer des Pfades p verursachte Anzahl an Speichertransfers
kann aufgrund obiger Abschitzung durch O(s;/B) begrenzt werden. Da der Puffer S;,
weiterhin hochstens s; Elemente aufnehmen kann, werden durch diesen gesamten Vorgang
hochstens O(s;/B) Speichertransfers verursacht.

Nach Ausfithrung der SWEEP(¢)-Operation muss die Kredit-Invariante wiederherge-
stellt werden. Jedes der O(s;) in den Puffer S;., eingefiigten Elemente muss dabei ins-
gesamt O(F log myB Si) Krediteinheiten fiir den (bevorstehenden) Aufstieg in den Puffer
A erhalten. Des Weiteren miissen die in die Puffer des Pfades p eingefiigten Elemente
Krediteinheiten fiir den Aufstieg in den Puffer A; erhalten, da die Krediteinheiten der
Elemente, welche die entsprechenden Positionen der Puffer zuvor belegt haben, durch die
DELETEMIN-Operationen aufgebraucht wurden. Diese O(A;_1) = O(s;) Elemente miissen
aufgrund der obigen Analyse jeweils maximal (’)(%logM/B s;) Krediteinheiten erhalten.

Insgesamt werden also jeder SWEEP(4)-Operation
S; S;i S;
o (§> +0 <§ lognr/ 5i> =0 (E logar/ 3i>
Speichertransfers als Kosten fiir die Ausfilhrung der Operation und das Aufrechterhalten

der Kredit-Invariante zugeschrieben.

Aufgebrauchte Eingabestréme In der bisherigen Analyse wurde angenommen,
dass die involvierten Eingabestrome nicht aufgebraucht werden. Die Kosten fiir das par-

tielle Fiillen eines Puffers sind dabei jedoch héchstens so hoch, wie die Kosten fiir das
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komplette Fiillen eines solchen. Die letzteren wurden schon weiter oben analysiert: Gilt
i < i, so werden keine Kosten verursacht. Fiir ¢ > i3, werden durch das Fiillen von A;
hochstens O(|A;|/B) = O(k;/B) und fiir das Fiillen von B; hochstens (’)(lg‘ logsp 8i) =
O(% log s, g si) Speichertransfers verursacht. Wird der Puffer B; aufgebraucht, so kdnnen

nur durch eine SWEEP(7)-Operation wieder Elemente in den Puffer B; eingefiigt werden.
Wird der Puffer A; aufgebraucht, so kann sich dieser Zustand nur durch eine SWEEP(j)-
Operation fiir j > i wieder verdndern. Der Puffer B; kann also pro SWEEP(7)-Operation
hochstens einmal aufgebraucht werden. Da hochstens eine SWEEP(j)-Operation mit j > 4
zwischen einer SWEEP(¢)-Operation und der ndchsten ausgefithrt wird, kann der Puffer
A; pro SWEEP(7)-Operation hochstens zweimal aufgebraucht werden. Werden also pro
SWEEP(7)-Operation zusitzliche

k‘? S;
O <B10gA{/B Si) = O <E IOgM/B Si)

Speichertransfers veranschlagt, so sind die Kosten fiir das partielle Fiillen von Puffern

gedeckt.

Amortisierte Kosten Insgesamt sind die durch die INSERT- und DELETEMIN-Ope-
rationen verursachten Kosten also gedeckt, wenn pro SWEEP(i)-Operation O(% logy/p si)
Speichertransfers veranschlagt werden. Aufgrund von s; = s1 + 23;11 k;s; folgt, dass zwi-
schen zwei SWEEP(7)-Operationen mindestens s; Elemente in die Datenstruktur eingefiigt
werden. Werden die Kosten fiir eine SWEEP(7)-Operation also den letzten s; in die Daten-
struktur eingefiigten Elementen zugeschrieben, so wird dadurch jedes in die Prioritdtswar-
teschlange eingefiigte Element mit (’)(% logar/ s;) Speichertransfers belastet.

Sei nun eine Folge von Operationen auf einer zu Beginn leeren funnel heap-Prioritits-
warteschlange gegeben und sei ipmax der grofte Index i, fiir den eine SWEEP(7)-Operation

eintritt. Fiir diesen gilt

imaxfl

Simax =951 + : : kJS] S N’
Jj=1

wobei N die Anzahl der INSERT-Operationen in der Folge der Operationen angebe. Da
jede INSERT-Operation durch hochstens eine SWEEP(7) fiir i = 1,...,lhax belastet wird,

belaufen sich die fiir eine INSERT-Operation veranschlagten Kosten somit auf

11 K 1 1 N

Die durch die INSERT-, DELETEMIN- und DELETE-Operationen verursachten Kosten kon-
nen also den Kosten fiir die INSERT-Operationen zugeschrieben werden. Insgesamt ergibt

sich somit das folgende Theorem:

3.3.3 Theorem ([8, 21]). Unter der Annahme von M € Q(B?) verursacht die Abarbei-

tung von N INSERT-, DELETEMIN- und DELETE-Operationen auf einer anfangs leeren
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funnel heap-Priorititswarteschlange pro Operation hichstens O (% logys/ B %) amortisier-
te Speichertransfers. Die Struktur belegt dabei O (%) zusammenhdngend im Speicher lie-

gende Speicherblicke.
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Kapitel 4

Die Well-Separated Pair

Decomposition

In diesem Kapitel wird die sogenannte well-separated pair decomposition (WSPD) einer
Punktmenge aus dem R? vorgestellt. Diese Datenstruktur wurde von Callahan und Ko-
saraju [27] eingefiithrt und anschliefend von mehreren Autoren zur Losung geometrischer
Probleme im d-dimensionalen euklidischen Raum herangezogen.

Eine WSPD einer endlichen Punktmenge P C R? besteht aus zwei Komponenten. Die
erste Komponente ist ein Bindrbaum, dessen Blitter in eindeutiger Weise mit den Punkten
aus P korrespondieren. Ein innerer Knoten v dieses Baums stellt dabei diejenige Teilmenge
von P dar, die durch die Bldtter in dem in v gewurzelten Teilbaum von T représentiert wird.
Die zweite Komponente ist eine Liste, welche Paare von sogenannten ,scharf getrennten®
Teilmengen von P enthélt. Fiir jedes Paar {A, B} dieser Liste existieren in T' Knoten, die
die Mengen A und B reprasentieren.

Callahan und Kosaraju [27]| geben einen sequentiellen und einen parallelen Algorithmus
zur Berechnung einer WSPD einer endlichen nicht-leeren Punktmenge P C R an. Beide
Algorithmen ermdglichen die Konstruktion einer WSPD, deren Liste aus O(]|P|) Paaren
von Teilmengen besteht. Der Nutzen einer linearen Gréfse dieser Datenstruktur begriindet
sich in folgendem Sachverhalt: Die Losung vieler geometrischer Probleme bezieht jeweils
die Menge aller verschiedenen Punktpaare der zu untersuchenden Punktmenge P C R?
mit ein. Bei einigen dieser Probleme stellt sich heraus, dass jeweils eine konstante Anzahl
von Berechnungen auf einem Paar {A, B} einer WSPD von P ausreicht, anstatt |A| - | B|
Berechnungen auf der mit dem Paar { A, B} korrespondierenden Menge von (ungeordneten)
Punktpaaren {{a,b} | @ € AANb € B Aa # b} durchzufiithren. Die effiziente Berechnung
einer WSPD linearer Grofe fiihrt somit zu einer effizienten Losung dieser Probleme. In den
Kapiteln 5 und 6 werden zwei Anwendungen der WSPD dieser Art detailliert beschrieben.

Govindarajan et al. [40] geben einen I/O-effizienten Algorithmus zur Berechnung einer

WSPD an, welcher auf dem parallelen Konstruktionsalgorithmus von Callahan und Kosara-

93
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ju |27] basiert. In diesem Kapitel wird gezeigt, wie dieser 1/O-effiziente Algorithmus mittels
einiger Anderungen zu einem im Kontext des cache-oblivious-Modells effizienten Algorith-
mus angepasst werden kann. Die Beschreibung des sich dadurch ergebenden effizienten
cache-oblivious-Algorithmus zur Konstruktion einer WSPD fiir eine endliche Punktmenge
aus dem R? wird den grokten Teil dieses Kapitels in Anspruch nehmen.

Dieses Kapitel ist wie folgt aufgebaut: In Abschnitt 4.1 werden ben&tigte Bezeichnungen
und Definitionen eingefiihrt. In Abschnitt 4.2 wird der im RAM-Modell optimale sequenti-
elle und der im CREW PRAM-Modell' effiziente parallele Algorithmus zur Konstruktion
einer WSPD beschrieben. Beide gerade genannten Abschnitte basieren auf den Arbeiten
von Callahan und Kosaraju |25, 27]. In Abschnitt 4.3 wird der im cache-oblivious-Modell
effiziente auf den Arbeiten von Govindarajan et al. [40, 59| basierende Algorithmus zur
Berechnung einer WSPD detailliert beschrieben.

4.1 Bezeichnungen und Definitionen

Sei P eine endliche nicht-leere Punktmenge aus dem RY. Ein (abgeschlossenes) Recht-
eck ist ein kartesisches Produkt der Form R = [z1,2}] x -+ X [v4,2)] C R? von ab-
geschlossenen Intervallen. Ein kartesisches Produkt aus offenen Intervallen der Gestalt
R = (x1,2}) x -+ x (z4,2}) C R? wird als offenes Rechteck und ein kartesisches Produkt
aus halboffenen Intervallen der Gestalt R = [z1,2}) X - -+ X [z4,2};) C R? als halboffenes
Rechteck bezeichnet. Der Punkt (m;w/l,...,xd;%) € R? ist das Zentrum eines Recht-
ecks R obigen Typs. Weiterhin werden die durch die beiden Werte z; und z induzierten

(d — 1)-dimensionalen Seitenflichen eines solchen Rechtecks R als die Seiten von R in der
Dimension ¢ bezeichnet.
Die Linge eines Rechtecks R in der Dimension ¢ € {1,...,d} wird durch [;(R) = z} —x;

definiert. Die Mazimal- bzw. Minimallinge von R sei durch
lmaz(R) =max{l;(R) |1 <i<d} bzw. Ulnn(R)=min{l;(R)|1<i<d}

gegeben. Mit imaz(R) € {1,...,d} bzw. imin(R) € {1,...,d} werde die kleinste Dimen-
sion bezeichnet, welche der Bedingung I; .. (r)(R) = lmaz(R) bzw. l; . (r)(R) = lnin(R)
geniigt.

Gilt lpmaz(R) = lmin(R), so heifit R ein d- Wiirfel mit [(R) als abkiirzende Schreibweise
fiir dessen Lange. Ein Rechteck R wird als Boz bezeichnet, wenn a0 (R) < 3lynin(R) gilt.
Das Begrenzungsrechteck R(P) von P sei definiert als das kleinste Rechteck, welches alle

'Die parallel random access machine (PRAM) ist ein Berechnungsmodell zur Analyse paralleler Algo-
rithmen, vgl. Callahan [25]. Fiir dieses Modell existieren mehrere Varianten, die sich darin unterscheiden,
ob gleichzeitige Lese- bzw. Schreibzugriffe auf eine identische Speicherzelle zugelassen sind oder nicht. Das
CREW PRAM-Modell modelliert z.B. den gleichzeitigen Lese- und den ezklusiven Schreibzugriff auf eine
identische Speicherzelle. Da dieses Modell und dessen Varianten im Folgenden nur eine untergeordnete

Rolle spielen, wird hier auf eine genauere Beschreibung verzichtet.
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Abbildung 4.1: Zwei bzgl. eines reellen Wertes s > 0 scharf getrennte Punktmengen A und B in
der Ebene, vgl. [25]

Punkte aus P enthélt. Weiterhin seien [;(P), Iz (P) bzw. Ly (P) abkiirzende Schreib-
weisen fiir [;(R(P)), lmaz(R(P)) bzw. lyin(R(P)).

Mit d(z,y) wird der euklidische Abstand d(z,y) = Z?Zl(xi — y;)? zweier Punkte
z,y € R? bezeichnet. Fiir zwei nicht-leere Teilmengen X und Y des R? wird der Abstand
dieser Mengen zueinander durch d(X,Y) = inf{d(z,y) | * € X Ay € Y} definiert. Die
Menge Ko,y = {7 € R | d(z,a) <r},r € R,a € RY, wird als d-Kugel mit Radius r und
Mittelpunkt a bezeichnet.

Seien A und B zwei endliche nicht-leere Punktmengen aus dem R? und s € RT. Dann
heiken A und B scharf getrennt bzgl. s, wenn es zwei d-Kugeln K(,,) und K(,) mit
Radius » € Ry und Mittelpunkten a,b € R? gibt, so dass R(A) C Ky, R(B) C Ky
und d(K (4, Kp,r)) > sr gilt, vgl. Abbildung 4.1.

Das Interaktionsprodukt A ® B zweier Punktmengen A, B C R wird definiert durch

A®B={{a,b}|a€ ANb€E BAa#b}.

Eine Realisation R eines solchen Interaktionsprodukts A ® B ist eine Menge {{A1, B1},
.oy {Ak, Bg}} (k> 1), die den folgenden Bedingungen geniigt, vgl. Callahan [27]:

(R1) 0 #A; CAund 0 # B; C Bfiirallei=1,...,k

(R2) A,inB;=0firallei=1,...,k

(R3) (A;®@Bi))N(A;®Bj)=0firalled,jmit 1 <i<j<k
(R4) A9 B=J", A;® B

Eine Realisation R heifit scharf getrennt bzgl. s € R™, wenn zusitzlich die folgende Bedin-
gung erfiillt ist:

(R5) A; und B; sind scharf getrennt bzgl. s fiir allei =1,... k.

Die Grofle der Realisation wird durch die Anzahl k der Paare {4;, B;} definiert.
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Mit der Punktmenge P kann ein Bindrbaum T wverknipft werden. Ein Blatt dieses
Baums stellt dabei eine einelementige Teilmenge von P dar, wobei die Menge aller durch
die Blatter dargestellten Mengen eine disjunkte Zerlegung von P bildet. Ein innerer Knoten
v von T stellt die Vereinigung aller Mengen dar, welche mittels der Blatter in dem in
v gewurzelten Teilbaum von T représentiert werden. Die durch einen Knoten v aus T
dargestellte Teilmenge von P wird mit o(v) bezeichnet. Die Grifle eines Knotens v wird
durch |o(v)| definiert. Da Blétter einelementige Teilmengen von P darstellen, besitzen diese
demnach allesamt die Grofe 1.

Seien A,B C P und T ein mit P verkniipfter Bindrbaum. Eine Realisation R =
{{A41,B1}, ..., {Ak, Bi}} von A ® B benutzt den Baum T, wenn es fiir alle A; und B;
Knoten v; und w; in T mit o(v;) = A; und o(w;) = B; gibt. Eine well-separated pair de-
composition (WSPD) D = (T, R) von P bzgl. eines Wertes s € R* besteht aus einem mit
P verkniipften Bindrbaum 7" und einer bzgl. s scharf getrennten Realisation R von P® P,
die T benutzt. Die Grifie der WSPD wird durch die Gréfse der Realisation R definiert.

Das im néchsten Abschnitt angegebene Verfahren zur Konstruktion einer WSPD einer
endlichen nicht-leeren Punktmenge aus dem R¢ basiert auf der Berechnung einer speziellen
Datenstruktur, die durch sukzessives ,Aufteilen” der Punktmenge entsteht. Eine Aufteilung
von P ist eine Zerlegung von P in zwei nicht-leere Teilmengen, die durch eine zu einer der
Koordinatenachsen senkrecht stehenden Hyperebene, die sogenannte Aufteilungshyperebe-
ne, getrennt werden. Hierbei darf kein Punkt in der Aufteilungshyperebene liegen.

Ein Aufteilungsbaum T der Menge P ist ein mit P verkniipfter Bindrbaum und wird

wie folgt rekursiv definiert:

m Gilt |P| =1, so besteht der Aufteilungsbaum 7" aus einem Knoten v mit o(v) = P.

m Fiir |P| > 1 besteht T" aus einem Wurzelknoten v mit o(v) = P und zwei in v gewur-
zelten Aufteilungsbdumen der Teilmengen von P, die durch eine beliebige Aufteilung

von P hervorgegangen sind.

Die Definition eines unwvollstindigen Aufteilungsbaums T’ der Menge P stimmt mit der De-
finition eines Aufteilungsbaums von P iiberein, bis auf den Unterschied, dass die Blatter des
Baums auch mehrelementige Teilmengen von P darstellen diirfen, d.h. es wird |o(v)| > 1
fiir ein Blatt v aus T” zugelassen.

Sei v ein Knoten eines (unvollstdndigen) Aufteilungsbaums. Falls v nicht die Wurzel
des Baums ist, so sei der Vaterknoten von v mit p(v) bezeichnet. Das duflere Rechteck
R(v) von v wird ebenso rekursiv definiert: Ist v die Wurzel des Baums, so ist R(v) ein
d-Wiirfel mit Lénge lq2(0(v)) und gleichem Zentrum wie R(o(v)). Ansonsten teilt die
Aufteilungshyperebene, durch die o(p(v)) in zwei Teilmengen zerlegt wurde, das Rechteck
R(p(v)) in zwei Rechtecke. R(v) ist dann dasjenige Rechteck dieser beiden Rechtecke, wel-

ches o(v) enthélt. Eine faire Aufteilung von o(v) ist eine Aufteilung von o(v), bei dem
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Abbildung 4.2: Zwei Beispiele fiir faire Aufteilungen von Punktmengen in der Ebene. Die ge-

punkteten Linien skizzieren die Aufteilungshyperebenen, vgl. [25].

die Aufteilungshyperebene H mindestens einen Abstand von l..(0(v))/3 von jeder der
beiden zu H parallelen Seiten von R(v) hat, vgl. Abbildung 4.2. Ein Aufteilungsbaum, der
ausschlieflich durch faire Aufteilungen hervorgegangen ist, wird als fairer Aufteilungsbaum
bezeichnet, vgl. Abbildung 4.3. Analog zu einem fairen Aufteilungsbaum ist ein unvollstin-
diger fairer Aufteilungsbaum ein nur durch faire Aufteilungen entstandener unvollstindiger

Aufteilungsbaum.

Im nichsten Abschnitt wird gezeigt, wie man mittels eines fairen Aufteilungsbaums T°
von P effizient eine WSPD von P mit linearer Grofe konstruieren kann. Die effiziente
Konstruktion dieser WSPD wird durch zwei wesentliche Eigenschaften des fairen Auftei-
lungsbaums ermoglicht. Zum Einen gilt fiir jeden inneren Knoten v € T mit Kindern v;
und vg

lo()] < o) baw. |o(ws)] < lo(v)].

Die Hohe des Aufteilungsbaums ist also linear in der Anzahl der Punkte aus P. Zum
Anderen verkleinert sich die geometrische Grofse der den Knoten zugeordneten duferen
Rechtecke stark bei zunehmender Tiefe der Knoten.

Callahan [25] vergleicht die Struktur eines fairen Aufteilungsbaum mit der eines quad-
trees bzw. kd-Baums.? Ebenso wie mit einem fairen Aufteilungsbaum kann mit Hilfe eines
quadtrees bzw. eines kd-Baums die Punktmenge P ,zerlegt® werden. Das Problem bei der

Verwendung eines quadirees besteht jedoch darin, dass durch geometrisch nah beieinander

’Eine Beschreibung dieser beiden Datenstrukturen findet sich z.B. bei de Berg et al. [17]
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Abbildung 4.3: Darstellung eines fairen Aufteilungsbaums einer Punktmenge in der Ebene. Ex-

emplarisch ist die faire Aufteilung der Menge o(v) = {1,2} skizziert. Die Aufteilungshyperebene

maz(0(v)
3

H hat bei dieser Aufteilung einen Abstand von mindestens L
Seiten von R(v), vgl. auch Abbildung 4.2.

zu den beiden zu H parallelen

liegende Punkte eine beliebig lange Kette von Rechtecken entstehen kann, bei der jedes
Rechteck nur ein nicht-leeres Kind besitzt, vgl. Abbildung 4.4 (a). Die Hohe eines quaditrees
muss also nicht wie bei einem fairen Aufteilungshaum linear in der Anzahl der Punkte von
P sein. Ein kd-Baum fiir P besitzt hingegen eine Héhe von O(log V). Der entscheidende
Nachteil bei Verwendung eines kd-Baums besteht jedoch darin, dass keine Aussage iiber
die geometrische Verteilung der Punkte getroffen werden kann, d.h., dass die den Knoten
zugeordneten Punktmengen nicht wie bei einem quadiree oder bei einem fairen Aufteilungs-
baum in Rechtecken enthalten sind, deren Groéfse sich bei zunehmender Tiefe der Knoten
stark verkleinert, vgl. Abbildung 4.4 (b).

(a) Unbalancierter quadtree (b) kd-Baum

Abbildung 4.4: Zerlegungen zweier Punktmengen in der Ebene mit Hilfe eines quadtrees bzw.
kd-Baums, vgl. [25]
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4.2 Konstruktion einer WSPD im RAM- bzw. CREW PRAM-
Modell

Callahan und Kosaraju [27] geben einen sequentiellen und einen parallelen Algorithmus
zur Berechnung einer WSPD linearer Grofe fiir eine endliche nicht-leere Punktmenge P
aus dem R? an. Der sequentielle Algorithmus benétigt zur Konstruktion einer solchen
WSPD eine optimale Laufzeit von O(|P|log|P|). Der urspriingliche parallele Algorithmus
[27] erfordert O(log? |P|) Zeit auf einer CREW PRAM mit O(|P|) Prozessoren. Dieser
Algorithmus wurde anschliefiend von Callahan |25] verbessert. Diese neue Variante, welche
den urspriinglichen parallelen Algorithmus als Hilfsfunktion nutzt, bendtigt nur eine Lauf-
zeit von O(log|P|) auf einer CREW PRAM mit O(|P|) Prozessoren. Sie bietet zudem die
Grundlage fiir das I/O-effiziente Verfahren von Govindarajan et al. [40].

Sowohl die beiden in diesem Abschnitt vorgestellten Algorithmen, als auch die I/0-
effiziente Variante von Govindarajan et al. und deren, in Abschnitt 4.3 beschriebene, abge-
wandelte cache-oblivious Version berechnen zunéchst einen fairen Aufteilungsbaum der zu
untersuchenden Punktmenge P um anschliefsend aus diesem die gesuchte Realisation von
P ® P 7u entwickeln.

Die folgenden Ausfithrungen basieren auf den Arbeiten von Callahan und Kosaraju
[25, 27] und Govindarajan et al. [40, 59].

4.2.1 Optimaler sequentieller Algorithmus

Der sequentielle Algorithmus #hnelt in seinem Aufbau den parallelen Algorithmen bzw.
deren I/O-effizienten Varianten und vermittelt so einen guten Eindruck iiber das allgemeine
Vorgehen bei der Erstellung eines fairen Aufteilungsbaums und der daraus entstehenden
WSPD. Des Weiteren ermoglicht seine einfache Struktur eine im Vergleich zu den anderen

Algorithmen relativ einfache Analyse und Implementierung.

Konstruktion eines fairen Aufteilungsbaums

Ein fairer Aufteilungsbaum T fiir eine endliche nicht-leere Punktmenge P ldsst sich wie
folgt rekursiv konstruieren: Gilt |P| = 1, so besteht 7" aus genau einem Knoten v mit
o(v) = P. Der Punkt p € P mit o(v) = {p} wird explizit in dem Knoten gespeichert. Gilt
|P| > 1, so wird R(P) durch diejenige Hyperebene in zwei geometrisch gleich grofse Hélften
geteilt, welche senkrecht zur 4, (P)-ten Koordinatenachse steht.? Da die Hyperebene

einen Abstand von mindestens [y, (P)/3 von beiden zu der Hyperebene parallelen Seiten

30.B.d. A. sei angenommen, dass keine Punkte in der Aufteilungshyperebene liegen. Ansonsten wird
eine zur urspriinglichen Aufteilungshyperebene H parallele Hyperebene H fiir die Aufteilung verwendet,
die so gewahlt wird, dass die Bedingung an eine faire Aufteilung erfiillt bleibt. Dazu wird ein Punkt po € P
mit d({po}, H) = minyep{d({p, H}) | d({p, H}) > 0} gesucht. Wihlt man H so, dass d(H, H) < “drel-t)
so wird die Bedingung an eine faire Aufteilung von H erfiillt. Zudem kann kein Punkt aus P in H liegen.
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von R(P) hat, handelt es sich um eine faire Aufteilung der Menge P. Fiir die dadurch
entstehenden Teilmengen P, und P, werden rekursiv faire Aufteilungsbdume 77 und T5
berechnet. Der faire Aufteilungsbaum 7' besteht dann aus einer Wurzel v mit o(v) = P
und den beiden in v gewurzelten Badumen 77 und 7T5.

Eine naive Implementierung der obigen rekursiven Konstruktion kann jedoch zu einer
quadratischen Komplexitét fithren, da bei einem Aufteilungsschritt evtl. eine der beiden
Seiten nur einen Punkt enthilt. Der von Callahan und Kosaraju [27] vorgestellte effizien-
te RAM-Algorithmus berechnet deshalb zuerst einen unvollstandigen fairen Aufteilungs-
baum von P. Anschliefend werden die Blétter des unvollstiandigen fairen Aufteilungsbaums
durch rekursiv berechnete faire Aufteilungsbidume fiir die korrespondierenden Mengen er-
setzt. Im Folgenden soll dieses Vorgehen genauer erldutert werden. Analog zu der Arbeit
von Callahan [25] wird zunédchst eine Aufteilungsphase beschrieben, die der anschliefende

Hauptalgorithmus als Hilfsfunktion nutzt.

Die Aufteilungsphase Als Eingabe benotigt diese Phase eine endliche nicht-leere Men-
ge Py C R? und d Listen LY, ..., LY, wobei eine Liste L) (Referenzen auf) die |Py| Punkte
in aufsteigend sortierter Reihenfolge bzgl. der i-ten Koordinate speichert.*

Die Ausgabe der Aufteilungsphase besteht aus einem unvollstindigen fairen Auftei-
lungsbaum T" von Py, dessen Blétter vy, ..., v, Teilmengen o(v1),...,0(vg) von Py mit
héchstens |Pp|/2 Punkten reprisentieren. Des Weiteren werden in jedem Blatt v; des
Baums d Listen gespeichert, die die Punkte aus o(v;) enthalten. Diese sind dabei pro
Dimension i € {1,...,d} in aufsteigend sortierter Reihenfolge bzgl. der i-ten Dimension in
genau einer der Listen enthalten.

Zu Beginn der Phase werden zunichst die Eingabelisten LY, .. .,Lg erweitert: Durch
eine Traversierung aller d Listen lassen sich aus diesen doppelt-verkettete Listen mit Quer-
verweisen zwischen den einzelnen Elementen erstellen. Die erweiterten Listen seien wieder
mit LY, ... ,Lg bezeichnet. Zudem werden Kopien dieser Listen erstellt, welche am Ende
der Aufteilungsphase bendtigt werden.

Der Algorithmus berechnet anschlieftend eine Sequenz fairer Aufteilungen der Menge
Py. Nach jeder Aufteilung liegen zwei nicht-leere Mengen vor. Die Menge mit der gréfe-
ren Anzahl von Punkten wird jeweils sukzessiv weiter aufgeteilt. Der Aufteilungsprozess
bricht ab, sobald nach einer Aufteilung beide Mengen weniger als | Py|/2 Punkte enthalten.
Da Py eine endliche Punktmenge ist, geschieht dies nach endlich vielen Schritten. Fiir die
folgenden Betrachtungen wird die nach der j-ten Aufteilung (j > 1) zahlenmafig grofe-
re der beiden Mengen mit P; und die kleinere Menge mit Pj bezeichnet. Wahrend des
Aufteilungsprozesses werden weiterhin fiir die Mengen P; bzw. Pj Listen L{, e Lg bzw.
f,{, . ,lA}fl erstellt, wobei eine Liste L{ bzw. f)g die Punkte aus P; bzw. 15]- in aufsteigend

sortierter Reihenfolge bzgl. der i-ten Koordinate enthélt.

“Alle in diesem Algorithmus verwendeten Listen speichern Referenzen auf die jeweiligen Punkte.
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Zur Beschreibung der j-ten Aufteilung sei nun die Menge Pj_; gegeben. Fiir j = 1 ist
dies die Startmenge Py. Im Fall 7 > 1 ist Pj_; die zahlenméfig grofsere der beiden Mengen,
welche durch die (j —1)-te Aufteilung entstanden sind. Die Menge P;j_; wird nun analog zu
der eingangs beschriebenen fairen Aufteilung in zwei Teilmengen P; und ]3j zerlegt. Die fiir
diese Aufteilung bendtigte Dimension 4mez = tmaz(Pj—1) kann dabei mit Hilfe der fiir die
Punktmenge P;_; vorliegenden Listen Ljfl, e Lf;l in einer Laufzeit von O(1) bestimmt
werden. Durch die faire Aufteilung wird die Liste L‘Z;jz in zwei jeweils zusammenhéngende
Segmente aufgeteilt. Die Trennposition fiir diese Aufteilung kann deshalb mittels einer
linearen Suche, welche von den beiden Endpunkten der Liste aus alternierend zur Mitte

hin verlduft, in einer zu der Linge des kleineren Segments proportionalen Laufzeit gefunden

werden.
Die Punkte aus Pj werden anschliefsend aus den Listen L{_l, . ,Lé_l geldscht. Die
dadurch entstehenden Listen seien mit L{, ceey Lé bezeichnet. Diese werden fiir den néch-

sten Aufteilungsschritt benotigt und enthalten die Punkte aus P; in sortierter Reihenfolge
bzgl. der jeweiligen Koordinate. Der Léschvorgang kann durch eine Traversierung der Liste

i;i beginnend von dem der Trennposition ndher liegenden Ende mit Hilfe der Querver-
weise bewerkstelligt werden. Ebenso wie die Suchzeit ist die fiir diesen Vorgang benotigte
Zeit proportional zu der Linge des kiirzeren Segments.

Die aus den Listen L{_l, e ,Lfl_l geloschten Punkte sind die Punkte aus der Menge
Jf’j. Fiir diese Menge miissen ebenfalls sortierte Listen ﬁ{, . ,lALfl erstellt werden. Da die
geléschten Punkte fiir 4 # 4,4, in einer beliebigen Reihenfolge in der Liste LZ ~! enthalten
sind, ist die Erstellung der neuen Listen an dieser Stelle nicht effizient. Anstatt diese Listen
zu diesem Zeitpunkt zu erstellen, werden deshalb zunéchst leere Listen I:{, ey [:il erzeugt
und die aus den Listen L{_l, .. .,L‘Zl_l geloschten Punkte jeweils um d Zeiger auf diese
(leeren) Listen ergénzt. Alle in den einzelnen Schritten geloschten Punkte werden dann
am Ende der Phase mittels einer Traversierung der zu Beginn der Phase erstellten Kopien
der Listen LY,..., LY in die fiir sie vorgesehenen Listen eingefiigt.

Der obige Aufteilungsprozess wird, beginnend mit der Startmenge Py, so lange wieder-
holt, bis |P;| < @ gilt. Die Anzahl der dafiir nétigen Aufteilungsschritte sei k. Da alle Auf-
teilungen faire Aufteilungen sind, entsteht durch diesen Prozess ein unvollstindiger fairer
Aufteilungsbaum 7" von Py, vgl. Abbildung 4.5: Die Mengen Py, Py, ..., P, werden durch
eine Kette von Knoten vy, v1, ..., v, mit o(vj) = P; représentiert, die wihrend des Prozes-
ses sukzessiv erstellt werden. Fiir jeden Knoten v; wird weiterhin ein Geschwisterknoten
0 mit o(0;) = ]5] zu T' hinzugefiigt. Der Gesamtaufwand fiir diesen Aufteilungsprozess
ist linear in der Anzahl der geléschten Punkte und somit insgesamt linear. In jedem der
Blatter 01, ..., 0k, vy werden wihrend dieses Prozesses die zugehorigen Listen gespeichert.

Nach der Berechnung der Aufteilungen miissen die in den einzelnen Schritten gelésch-
ten Punkte in die fiir sie vorgesehenen Listen f/jl, .. '>IA’Z1 (1 < j < k) eingefiigt werden.

Dazu iteriert man iiber alle d Dimensionen. Pro Dimension ¢ wird die zu Beginn der Phase
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R(Un)

~1

ot
Y

12

o(vo) = Py ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12,13} o(i,) = P, = {7,12} 13
o(v) = P ={1,2,3,4,5,6,8,9,10,11,13} o(by) = Py = {13}

o(v) = P, = {1,2,3,4,5,6,8,9,10, 11} o(bs) = Py ={1,2}

o(vs) = Py = {3,4,5,6,8,9,10,11} o(ty) = Py = {3,4,8,9}

o(vy) = Py = {5,6,10,11}

Abbildung 4.5: Schematische Darstellung eines durch den Aufteilungsprozess entstehenden un-
vollsténdigen fairen Aufteilungsbaums einer Punktmenge Py C R?, die aus 13 Punkten besteht.
Der Weg von vy nach vy wird durch die gestrichelten Linien hervorgehoben. Die Blatter des Baums
reprasentieren die Mengen 151, Pg, 133, Py und Py, welche jeweils hochstens % Punkte enthalten.

angefertigte Kopie der Liste LY in aufsteigend sortierter Reihenfolge durchlaufen. Ein tra-
versierter Punkt enthilt entweder keinen Zeiger auf eine der obigen Listen (dann ist der
Punkt in der Menge Py) oder enthélt d Zeiger auf Listen f){/, e lA}f; mit j' € {1,...,k}.
Enthilt ein Punkt Zeiger auf Listen f}{/, ceey ﬁg, so wird dieser bei dem aktuellen Durchlauf
an das Ende der Liste I:i, angehdngt. Nach diesem Vorgang enthélt fiir j = 1,...,k die
Liste ﬁf alle Punkte aus Pj_1 — P; in sortierter Reihenfolge bzgl. der i-ten Dimension. Da d
konstant ist, benttigt die Verteilung aller Punkte auf die entsprechenden Listen insgesamt

eine in der Anzahl der Punkte aus |Py| lineare Laufzeit.

Die Aufteilungsphase erstellt also in linearer Zeit einen unvollstindigen fairen Aufteilungs-
baum fiir die vorsortierte Fingabemenge Py. Jedes Blatt des Baums reprisentiert eine
Menge, welche aus hochstens | Py|/2 Elementen besteht. Die Ausgabe der Phase beinhaltet
zudem in den Blittern gespeicherte sortierte Listen fiir diese Mengen, welche den folgenden

divide and conquer-Algorithmus ermd&glichen.

Der Hauptalgorithmus Um die Funktion SEQUENTIALFAIRSPLITTREE (Algorithmus
4.1) auf eine Punktmenge aus dem R? anwenden zu kénnen, miissen entsprechende sortierte
Listen Lq,...,Lg vorhanden sein. Die fiir den initialen Aufruf der Funktion SEQUENTI-
ALFAIRSPLITTREE bendtigten Listen werden dazu in einem Vorsortierungsschritt erstellt.
Die fiir die rekursiven Aufrufe der Funktion ben&tigten sortierten Listen werden durch die
Ausgabe der oben beschriebenen Aufteilungsphase bereitgestellt.

Der Hauptalgorithmus zur Konstruktion eines fairen Aufteilungsbaums besteht dann
aus diesem Vorsortierungsschritt und der darauf folgenden Anwendung der Funktion SE-
QUENTIALFAIRSPLITTREE auf die Startmenge mit den zugehorigen sortierten Listen. Die

Analyse dieses Algorithmus im RAM-Modell wird durch das folgende Lemma gegeben.
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Funktion SEQUENTIALFAIRSPLITTREE(P, L1, ..., Ly)

Eingabe: Eine nicht-leere endliche Punktmenge P C R? und d Listen L1, ..., Ly, wobei eine Liste
L; die |P| Punkte in aufsteigend sortierter Reihenfolge bzgl. der i-ten Koordinate enthélt.
Ausgabe: Ein fairer Aufteilungsbaum 7" von P.
1: if |P| =1 then
2:  Der Aufteilungsbaum T von P besteht aus einem Knoten v mit o(v) = P. Der Punkt p mit
P = {p} wird explizit in diesem Knoten gespeichert.
3: else
4:  Berechne mittels der Aufteilungsphase einen unvollstiandigen fairen Aufteilungsbaum T von
P. Seien vy, . .., vy die Blatter von T’. Fiir jede Menge o(v;) liegen wiederum sortierte Listen
Li,... LY vor und es gilt |o(v;)] < |P]/2.
for i =1to k do
6: Wende die Funktion SEQUENTIALFAIRSPLITTREE rekursiv auf die Punktmenge o (v;) und
deren zugehorigen Listen an um einen fairen Aufteilungsbaum T; von o(v;) zu berechnen.
Das Blatt v; von T” wird in Zeile 8 durch den Baum T} ersetzt.
7:  end for
8 T=T'UTyU---UT}
9: end if
10: return T

Algorithmus 4.1: Berechnung eines fairen Aufteilungsbaums im RAM-Modell, vgl. [25]

4.2.1 Lemma ([25, 27]). Sei eine endliche nicht-leere Punktmenge P C R gegeben.
Dann kann in einer Laufzeit von O(|P|log|P|) ein fairer Aufteilungsbaum fir P kon-

struiert werden. Der Speicherplatzbedarf des fairen Aufteilungsbaums liegt dabei in O(|P]).

Beweis. In einer Laufzeit von O(|P|log|P|) lassen sich die Punkte bzgl. einer Dimension
sortieren und in der zugehorigen Liste speichern. Da d konstant ist, bendtigt diese Vorsor-
tierung fiir alle d Listen insgesamt O(d-|P|log |P|) = O(|P|log | P|) Zeit. Eine Anwendung
der Funktion SEQUENTIALFAIRSPLITTREE auf die Punktmenge P und die erstellten Listen
liefert dann den gewiinschten fairen Aufteilungsbaum T von P: Besteht die Punktmenge
P aus nur einem Punkt, so wird in Zeile 2 der Funktion der aus diesem einen Knoten
bestehende faire Aufteilungsbaum T erstellt und anschlieffend zuriickgegeben. Ansonsten
wird mittels der Aufteilungsphase ein unvollstindiger fairer Aufteilungsbaum 7" von P
berechnet, dessen Bliatter Mengen mit hochstens |P|/2 Elementen représentieren. Fiir die-
se Mengen werden in Zeile 6 jeweils rekursiv faire Aufteilungsbdume berechnet. In Zeile
8 werden dann die Blétter des unvollstdndigen fairen Aufteilungsbaums durch diese re-
kursiv berechneten Baume ersetzt. Der so konstruierte Baum 7" ist offensichtlich ein fairer
Aufteilungsbaum von P.

Um den Gesamtaufwand dieser rekursiven Konstruktion zu bestimmen, sei der Aufwand

betrachtet, der jeweils pro Rekursionsebene anfillt: Da die durch einen Funktionsaufruf ent-
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stehenden Mengen o(vy),...,0(v) eine disjunkte Zerlegung der jeweiligen Eingabemenge
bilden, ist die Vereinigung der durch alle Funktionsaufrufe einer Rekursionsebene indu-
zierten Mengen eine disjunkte Zerlegung der urspriinglichen Startmenge P. Aufgrund des
linearen Laufzeitbedarfs der Aufteilungsphasen in Zeile 4 betrégt der Gesamtaufwand fiir
alle Aufteilungsphasen einer Rekursionsebene demnach insgesamt hochstens O(|P|). Die
Ersetzung der Blétter des unvollstéindigen fairen Aufteilungsbaums 7" in Zeile 8 durch die
rekursiv berechneten fairen Aufteilungsbdume kann ebenso in einer Laufzeit von O(|P|)
realisiert werden. Der Gesamtaufwand aller Funktionsaufrufe einer Rekursionsebene ist
demnach linear in der Anzahl der Punkte aus P.

Da die Anzahl der Eingabeelemente der rekursiven Funktionsaufrufe pro Rekursions-
ebene mindestens halbiert wird, besitzt der durch alle Funktionsaufrufe induzierte Rekur-
sionsbaum eine maximale Tiefe von log|P|. Der Gesamtaufwand fiir die Konstruktion des
fairen Aufteilungsbaums betrdgt demnach insgesamt O(|P|log|P|). Die Aussage iiber den
verwendeten Speicherplatz ergibt sich aus der linearen Gréfse des Baums und der Tatsache,

dass in jedem Knoten nur konstant viele Informationen gespeichert sind. O

Wihrend der Erstellung eines Knotens v des fairen Aufteilungsbaums 7" durch den obigen
Algorithmus kann mit Hilfe der sortierten Listen in O(d) = O(1) Zeit das Begrenzungs-
rechteck R(o(v)) von o(v) bestimmt werden. Fiir die folgenden Betrachtungen kann deshalb
angenommen werden, dass in jedem Knoten v aus 7" das zugehorige Rechteck R(o(v)) ge-
speichert ist. Die Berechnung der kleinsten d-Kugel, welche das Rechteck R(o(v)) enthilt,

ist demnach fiir jeden Knoten v aus 7' in einer konstanten Laufzeit moglich.

Konstruktion einer WSPD

Sei P = {p1,...,pn} eine endliche nicht-leere Punktmenge aus dem R?. Zu dieser lisst
sich mittels des obigen Algorithmus ein fairer Aufteilungsbaum T von P berechnen. Es
wird nun gezeigt, wie sich mit Hilfe eines solchen Baums eine scharf getrennte Realisation
R ={{A1,B1},...,{Ak, Br}} von P ® P linearer Grofe konstruieren lisst. Die Existenz
einer scharf getrennten Realisation von P ® P ist gesichert, da die Menge {{pi,p;} | 1 <
i < j <n} eine bzgl. jeden Wertes s € RT scharf getrennte Realisation von P® P darstellt.

n

2) vielen Paaren und besitzt demnach eine quadratische

Diese Realisation besteht aber aus (
Grofe.

Aufgrund der obigen Bemerkung kann angenommen werden, dass in jedem Knoten
v € T das zugehorige Begrenzungsrechteck R(o(v)) gespeichert ist. Fiir zwei beliebige
Knoten v und w aus T' kann deshalb in konstanter Laufzeit gepriift werden, ob die Mengen
o(v) und o(w) bzgl. eines Wertes s € RT scharf getrennt sind oder nicht. Die Paare
{A;, B;} der im Folgenden berechneten Realisation werden weiterhin durch Knotenpaare
{v;, w;} mit Knoten aus T und nicht explizit durch die Punkte der Mengen A; und B;

dargestellt. Der Grund dafiir ist, dass eine explizite Darstellung der Realisation anhand
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der Punkte aus den Mengen A1, By, ..., Ag, By zu einer quadratischen Komplexitét fithren
kann, d.h. 3-F | (J4;| + |Bi|) kann quadratisch in | P| sein, vgl. Callahan [25).

Die Funktion CoMPUTEWSR (Algorithmus 4.2) stellt den Algorithmus zur Berechnung
einer Realisation linearer Grofe dar. Diese Funktion greift auf eine Hilfsfunktion namens
FINDPAIRS zuriick, fiir deren Beschreibung die folgende Relation zwischen zwei Knoten
v und w aus T benétigt wird: Fiir zwei Knoten v und w aus T sei die Relation v < w
definiert durch

V2w S lnap(0() < lnas(0(w))  V (zmw(a(v)):zmw(a(w))m(u)<y(w)),

wobei v eine beliebige, fest gewidhlte Postorder-Nummerierung sei. Fiir zwei verschiedene
Knoten v und w gilt somit entweder v < w oder w < v. Zudem gilt v < p(v) fiir jeden von
der Wurzel verschiedenen Knoten v € T mit Vaterknoten p(v). Die Relation v < w wird
weiterhin durch v < w < v < w V v = w definiert.

Durch das folgende Lemma wird nun zunéchst die Hilfsfunktion FINDPAIRS analysiert.

4.2.2 Lemma (|25, 27]). Sei ein fairer Aufteilungsbaum T einer endlichen nicht-leeren
Punktmenge P C R und eine Konstante s € RT gegeben. Die durch die Ausgabe der Funk-
tion FINDPAIRS, angewendet auf T, s und ein Paar {v,w} von Knoten aus T, dargestellte
Menge {{o(vi),0(wi)},...,{o(vg),0(wk)}} ist eine bzgl. s scharf getrennte Realisation
von o(v) ® o(w), die T benutzt.

Beweis. Sind die Mengen o(v) und o(w) bzgl. s scharf getrennt, so ist die Behauptung

trivial. Ansonsten kann induktiv angenommen werden, dass die Funktion Darstellungen

Rll = {{Clﬂd1}7"'7{ck17dk1}} bzw. RI2 = {{617f1}7"'7{6k27fk2}}

von bzgl. s scharf getrennten Realisationen der Interaktionsprodukte o (1) ® o(w) bzw.
0(v2) ® o(w) berechnet. Die Vereinigung R’ = R} UR, = {{v1,w1},...,{vk, wr}} dieser
Paare ist dann eine Darstellung einer bzgl. s scharf getrennten Realisation von o(v)®o(w):
Die zu zeigenden Eigenschaften R1, R2 und R5 folgen leicht aus o(v1),0(v2) C o(v) und
den Eigenschaften der durch R} und R} dargestellten Realisationen. Die Eigenschaften R3
bzw. R4 folgen aus o(v1) No(v2) = 0 bzw. aus o(v) = o(v1) Uo(v2), ebenso unter Verwen-
dung der Eigenschaften der durch R} und R, dargestellten Realisationen. Die Terminierung
eines Funktionsaufrufs von FINDPAIRS ergibt sich aus |o(v1)] - |o(w)| < |o(v)]|-|o(w)| bzw.
0(82)] - [o(w)] < |o(®)] - Jo(w)]. 0

Es wird nun die Funktion COMPUTEWSR analysiert. Um eine Darstellung der gew{inschten
Realisation zu berechnen, wird in Zeile 2 dieser Funktion zunéchst fiir jeden inneren Knoten
aus T' mit Kindern v und w das Paar {v,w} zu der Menge R hinzugefiigt. Wie aus dem
Beweis des folgenden Lemmas ersichtlich ist, stellt die auf diese Weise konstruierte Menge

R eine Realisation von P ® P dar. Da diese im Allgemeinen jedoch nicht bzgl. s € RT
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Funktion COMPUTEWSR(P, T, s)

Eingabe: Eine endliche nicht-leere Punktmenge P C R?, ein fairer Aufteilungsbaums 7" von P und
eine Konstante s € R*.

Ausgabe: Eine Menge R = {{vi,w1},...,{vk, wr}} von Knotenpaaren aus T. Die durch die Kno-
tenpaare dargestellte Menge {{o(v1),0(w1)},...,{o(vg),o(wg)}} ist eine bzgl. des Wertes s
scharf getrennte Realisation von P ® P, die T' benutzt.

1: R0

2: Fiige fiir jeden inneren Knoten aus 7' mit Kindern v und w das Paar {v,w} zu R hinzu.

3 R0

4: for jedes Paar {v,w} € R do

5:  Entferne {v,w} aus R.

6: R — RU FINDPAIRS(T, {v,w},s)

7

8

: end for

: return R

Funktion FINDPAIRS(T, {v,w}, s)

FEingabe: Ein fairer Aufteilungsbaum 7 einer endlichen nicht-leeren Punktmenge P C R¢, ein Paar
{v,w} von Knoten aus T und eine Konstante s € R™.
Ausgabe: Eine Menge R’ = {{vy,w1},...,{vk, wr}} von Knotenpaaren aus T. Die durch die Kno-
tenpaare dargestellte Menge {{o(v1),0(w1)},...,{o(vk),o(wg)}} ist eine bzgl. s scharf ge-
trennte Realisation von o(v) ® o(w), die T benutzt.
O.B.d. A. gelte w < v.
if o(v) und o(w) sind scharf getrennt bzgl. s then
R = {{v,0}}
else
Es gilt |o(v)| > 1.
Seien v7 und ¥, die beiden Kinder von v in T
R’ = FINDPAIRS(T, {v1,w}, s) U FINDPAIRS(T, {v2,w}, s)
end if

return R’

Algorithmus 4.2: Berechnung einer scharf getrennten Realisation im RAM-Modell, vgl. [40, 59]

scharf getrennt ist, wird in Zeile 6 von COMPUTEWSR fiir jedes Paar {v, w} € R mit Hilfe
der Funktion FINDPAIRS eine Darstellung einer bzgl. s scharf getrennten Realisation von
o(v) ® o(w) berechnet. Dass die Vereinigung R aller dadurch entstehenden Knotenpaare
eine Darstellung einer bzgl. s scharf getrennten Realisation von P ® P ist, wird nun durch

das folgende Lemma gezeigt:

4.2.3 Lemma ([25, 27]). Sei eine endliche nicht-leere Punktmenge P C R?, ein fairer
Aufteilungsbaum T von P und eine Konstante s € RT gegeben. Die durch die Ausgabe
der Funktion COMPUTEWSR, (Algorithmus 4.2), angewendet auf T, P und s, dargestellte
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Menge {{o(v1),0(w1)},...,{o(vg),o(wk)}} ist eine bzgl. s scharf getrennte Realisation
von P® P, die T benutzt.

Beweis. Nach Lemma 4.2.2 berechnet die Funktion FINDPAIRS zu jedem Paar {v,w} ei-
ne Darstellung einer bzgl. s scharf getrennten Realisation von o(v) ® o(w). Somit erfiillt
die Menge {{o(v1),0(w1)},...,{o(vk),o(wg)}} die Eigenschaften R1, R2 und R5. Um die
Eigenschaften R3 und R4 zu verifizieren, muss bewiesen werden, dass jedes Paar verschie-
dener Punkte aus P in genau einem der Interaktionsprodukte o(v;) ® o(w;) enthalten ist.
Seien dazu ein Paar {p1,p2} aus P ® P und die beiden Blétter a,b aus T mit o(a) = {p1}
und o(b) = {p2} gegeben. Weiterhin sei ¢ der kleinste gemeinsame Vorfahre von a und b
sowie ¢; und co die Kinder von c. Eine Anwendung der Funktion FINDPAIRS auf das Kno-
tenpaar {cj,co} liefert dann eine Darstellung einer bzgl. s scharf getrennten Realisation
von o(c1) ® o(cg). Demnach existiert ein i’ € {1,...k} mit {p1,p2} € o(vy) @ o(wy).

Es muss noch gezeigt werden, dass es keinen Index ¢/ € {1,...,k} mit i’ # i’ und
{p1,p2} € o(vin) ® o(wr) gibt. Dazu sei ein von ¢ verschiedener innerer Knoten ¢ aus T
gegeben. Fiir die Kinder ¢; und és dieses Knotens gilt dann genau einer der drei folgenden
Falle:

(i) p1 ¢ o(é1)Ua(ér)
(i) p2 ¢ o(é1) Uo(éz)

(iii) (p1,p2 € o(é1) Ap1,p2 g o(ér)) VvV  (p1,p2 €0(C2) Ap1,p2 go(c2)) V (p1,p2¢
0‘(61) UU(@Q)

Durch eine Anwendung der Funktion FINDPAIRS auf die Kinder eines von ¢ verschiedenen
inneren Knoten kann somit kein weiteres Paar {vyr, wy} mit ¢/ € {1,...,k}, i’ # 4’ und

{p1,p2} € o(vir) ® o(w;») entstehen. 0

Um die Laufzeit dieses Konstruktionsverfahrens zu bestimmen, fithren Callahan und Kosa-
raju |27] den Begriff eines Berechnungsbaums ein. Der Berechnungsbaum 7'({v,w}) eines
Knotenpaares {v,w} mit Knoten v und w aus T und w < v ist ein Bindrbaum mit Wur-
zelknoten (v, w). Sind die beiden Mengen o(v) und o(w) bzgl. s scharf getrennt, so besteht
T({v,w}) nur aus diesem einen Knoten. Ansonsten seien v; und v die beiden Kinder von
v. Der Berechnungsbaum T'({v,w}) von {v,w} besteht dann aus der Wurzel (v,w) und
den beiden in (v,w) gewurzelten Berechnungsbiumen T'({vy,w}) und T'({ve, w}).

Die Funktion COMPUTEWSR wendet die Hilfsfunktion FINDPAIRS auf die Kinder v
und w eines jeden inneren Knotens des fairen Aufteilungsbaums T an. Der Berechnungs-
baum T'({v,w}) von {v,w} stellt dann die rekursive Berechnung der Knotenpaare durch
die Funktion FINDPAIRS dar. Ein Blatt des Berechnungsbaums korrespondiert dabei mit

einem Knotenpaar der berechneten Menge. Aufgrund dieser Korrespondenz zwischen den
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Blattern eines Berechnungsbaums und den jeweiligen Knotenpaaren folgt, dass die Ge-
samtgrofe aller Berechnungsbaume T'({v,w}) mit {v,w} € R linear in der Anzahl der
insgesamt berechneten Knotenpaare ist. Fine Anwendung der Funktion CoOMPUTEWSR
bendtigt demnach eine in der Anzahl der berechneten Knotenpaare lineare Laufzeit.

Um die Anzahl der insgesamt berechneten Knotenpaare zu bestimmen, verwenden Cal-
lahan und Kosaraju [27] ein Kompaktheitsargument. Callahan [25] prizisiert dieses Ver-
fahren, indem er den Begriff der sogenannten kanonischen Realisation einfiihrt. Auf diese
Vorgehensweisen soll hier jedoch nicht ndher eingegangen werden. Stattdessen wird nur

das Gesamtergebnis dieser Uberlegungen gegeben:

4.2.4 Theorem ([25, 27]). Sei eine endliche nicht-leere Punktmenge P C RY, ein fairer
Aufteilungsbaum T von P und eine Konstante s € Rt gegeben. Dann kann in einer Laufzeit
von O(s¢|P|) = O(|P]) eine WSPD D = (T,R) von P bzgl. s berechnet werden, deren
Grife O(s|P|) = O(|P|) betrigt.

Insgesamt ergibt sich also ein Konstruktionsverfahren, welches fiir eine endliche nicht-leere
Punktmenge P C R? eine bzgl. eines Wertes s € RT scharf getrennte WSPD D = (T, R)
von P linearer Grofie konstruiert. Die Laufzeit dieses Verfahrens setzt sich aus der Laufzeit
fiir die Berechnung des fairen Aufteilungsbaums T und der Laufzeit fiir die Berechnung
der Realisation R zusammen und betrigt somit O(|P|log|P| + s?|P|) = O(|P|log|P)|).
Die durch dieses Verfahren konstruierte Realisation R wird dabei durch eine Menge R =

{{vi,w1},...,{vg, wr}} von Knotenpaaren mit Knoten v;, w; € T' dargestellt.

4.2.2 Optimaler paralleler Algorithmus

Der optimale parallele Algorithmus von Callahan [25] bietet die Grundlage fiir die I/O-
effiziente Variante von Govindarajan et al. [40], welche wiederum in weiten Teilen mit
dem im Kontext des cache-oblivious-Modells effizienten Algorithmus aus Abschnitt 4.3
iibereinstimmt. Da dieser in Abschnitt 4.3 ausfiihrlich beschrieben wird, soll hier nur kurz
auf die parallelen Algorithmen [25, 27] zur Konstruktion einer WSPD eingegangen werden.

Die urspriingliche Version des parallelen Algorithmus [27] zur Konstruktion einer WSPD
berechnet zuerst einen fairen Aufteilungsbaum T der zu untersuchenden endlichen nicht-
leeren Punktmenge P C RY. Die dafiir benétigte (suboptimale) Laufzeit betrigt O (log? | P|)
auf einer CREW PRAM mit O(|P|) Prozessoren. Mit Hilfe dieses Aufteilungsbaums wird
dann unter Verwendung von O(|P|) Prozessoren in einer Laufzeit von O(log|P|) die be-
notigte Realisation berechnet. Durch das von Callahan [27] entwickelte verbesserte Kon-
struktionsverfahrens eines fairen Aufteilungsbaums entsteht dann ein effizientes Verfahren
zur Konstruktion einer WSPD auf einer CREW PRAM:

4.2.5 Theorem ([25]). Sei eine endliche nicht-leere Punktmenge P aus dem R und eine
Konstante s € R™ gegeben. Dann kann in einer Laufzeit von O(log |P|) auf einer CREW
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PRAM mit O(|P|) Prozessoren eine WSPD von P bzgl. s konstruiert werden, deren Grife

linear in der Anzahl der Punkte aus P ist.

Die verbesserte Konstruktion des fairen Aufteilungsbaums basiert auf einer Technik na-
mens multi-way divide and conquer. Zur Lésung eines Problems der Groke N zerlegt diese
Technik das Problem in Teilprobleme der Gréfe O(N®) mit 0 < a < 1 und 16st diese Teil-
probleme rekursiv. Bei Anwendung dieser Technik auf das Problem der Konstruktion eines
fairen Aufteilungsbaums muss jedoch darauf geachtet werden, dass die Menge nur durch
faire Aufteilungen zerlegt wird — es diirfen also nicht beliebige Hyperebenen zur Aufteilung
der jeweiligen Mengen verwendet werden, vgl. Callahan [25]

Callahans optimaler paralleler Algorithmus zur Konstruktion eines fairen Aufteilungs-
baums T einer endlichen nicht-leeren Punktmenge P C R? ist wie folgt aufgebaut: Fiir
P wird zuniichst ein unvollstindiger fairer Aufteilungsbaum 7" konstruiert, dessen Blétter
Mengen mit hochstens |P|* (0 < o < 1) Elementen reprasentieren. Anschliefend werden
die Bléatter von 7" durch rekursiv berechnete faire Aufteilungsbaume fiir die entsprechen-
den Mengen ersetzt. Der Aufbau des Algorithmus dhnelt also in seiner Struktur der des
sequentiellen Algorithmus.

Kernidee bei der Konstruktion des unvollstéindigen fairen Aufteilungsbaums 7" ist die
Konstruktion eines gewissen Obergraphen G, dessen FEcken mit sogenannten ,konstruierba-
ren Rechtecken korrespondieren. Anschlieffend wird aus diesem Obergraphen ein Teilgraph
T, extrahiert, welcher die Grundlage fiir den Baum 7" bildet. Die Struktur des parallelen
Algorithmus wird von dem im folgenden Abschnitt beschriebenen Algorithmus weitgehend

ibernommen.

4.3 Konstruktion einer WSPD im Cache-Oblivious-Modell

Das in diesem Abschnitt beschriebene Konstruktionsverfahren stimmt in weiten Teilen
mit der I/O-effizienten Variante von Govindarajan et al. [40] {iberein. Der grofite Teil des
adaptierten Verfahrens besteht aus Sortierungen und Traversierungen von gewissen Daten-
elementen. Da Sortierungen und Traversierungen von Datenelementen im cache-oblivious-
Modell asymptotisch gesehen mit genauso wenig Speichertransfers wie im 1/0-Modell mog-

lich sind, kénnen diese Stellen fast identisch iibernommen werden.

4.3.1 Vorbemerkungen

Es wird zun#chst eine alternative Definition eines fairen Aufteilungsbaums T einer endli-
chen nicht-leeren Punktmenge P C R¢ gegeben. Fiir die Definition eines solchen Baums
wird in einem ersten Schritt der Begriff eines  fairen Schnitts“ eingefithrt. Anschliefend

wird eine Technik namens time-forward processing genauer erlautert.
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Faire Schnittbdume

Ein Schnitt eines Rechtecks R ist eine Zerlegung von R in zwei Rechtecke R; und Ra,
die durch eine achsenparallele Hyperebene H, die sogenannte Schnitthyperebene, getrennt
werden. Die Hyperebene H muss dabei einen echt positiven Abstand zu den beiden zu H
parallelen Seiten von R haben. Ein fairer Schnitt [25] eines Rechtecks R ist ein Schnitt
dieses Rechtecks, bei dem die entsprechende Hyperebene H einen Abstand von mindestens
%lmaa;(R) zu den beiden zu H parallelen Seiten von R hat. Analog zu Callahan [25] wird
fiir zwei Rechtecke R und R’ die Notation R ~~ R’ eingefiihrt, um zu kennzeichnen, dass R’
durch eine Sequenz von fairen Schunitten aus R entstehen kann, d.h., dass es eine Sequenz
von Rechtecken R = Ry,..., R, = R’ gibt, so dass R; ;1 eines der Rechtecke ist, welches
durch einen fairen Schnitt von R; entstanden ist (i =1,...,k —1).

Ein fairer Schnittbaum T einer endlichen nicht-leeren Punktmenge P C R? ist ein mit
P verkniipfter Bindrbaum, der die folgenden Bedingungen erfiillt, vgl. Callahan [25] und
Govindarajan et al. [40]:

» Jedem Knoten v aus T ist ein Rechteck R(v) mit o(v) C R(v) zugeordnet. Fiir die
Wurzel r ist R(r) ein d-Wiirfel mit Linge lnee(P) und gleichem Zentrum wie R(P).

m [ir jeden inneren Knoten v mit Kindern v; und vg gilt: R(v) kann durch einen fairen
Schnitt in zwei Rechtecke R und Ry zerlegt werden, so dass o(vi) = o(v) N Ry,
o(vg) = o(v) N Ry, Ry ~» R(vy) und Ry ~» R(vy) gilt.

Da ein fairer Schnittbaum ein mit der Punktmenge P verkniipfter Baum ist, gilt |o(v)| > 1
fiir jeden Knoten v aus T'. Fiir einen inneren Knoten v aus T mit Kindern v; und vy gilt
weiterhin o(v1)No(ve2) = 0, o(v1)Uo(v2) = o(v) und |o(v1)| < |o(v)| bzw. |o(v2)| < |o(v)].

Wie das folgende Lemma zeigen wird, besitzt ein fairer Schnittbaum einer endlichen
nicht-leeren Punktmenge P aus dem R? im Wesentlichen dieselben Eigenschaften wie ein
fairer Aufteilungsbaum von P. Im Unterschied zu einem fairen Aufteilungsbaum kénnen
bei einem fairen Schnittbaum jedoch Punkte aus P in den Schnitthyperebenen liegen,
durch welche der Baum definiert ist. Nach Definition einer (fairen) Aufteilung wird dies
bei einem fairen Aufteilungsbaum nicht zugelassen. Mit Ausnahme dieser Eigenschaft ist

jeder faire Schnittbaum ein fairer Aufteilungsbaum:

4.3.1 Lemma. Mit Ausnahme der oben angesprochenen Figenschaft ist jeder faire Schnitt-

baum T einer endlichen nicht-leeren Punktmenge P C R® ein fairer Aufteilungsbaum von

P.

Beweis. Sei v ein innerer Knoten aus 7' mit Kindern v, und vo. Nach Definition eines fairen
Schnittbaums kann das Rechteck R(v) mittels eines fairen Schnitts in zwei Rechtecke Ry
und Ry mit Ry ~» R(v1) und Ry ~» R(vs) zerlegt werden. Da lnaz(R(v)) > lypaz(o(v)) und
R(v) C R(v) gilt, hat die Schnitthyperebene H, durch welche der faire Schnitt definiert
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ist, einen Abstand von mindestens l;,q2(0(v))/3 zu den beiden zu H parallelen Seiten von

R(v). O

In Anlehnung an einen unvollstéindigen fairen Aufteilungsbaum wird ein unwvollstindiger
fairer Schnittbaum definiert: Die Definition eines unvollstiandigen fairen Schnittbaums 7’
einer endlichen nicht-leeren Punktmenge P C R? stimmt mit der Definition eines fairen
Schnittbaums von P iiberein, bis auf den Unterschied, dass die Bliatter von 7" auch mehr-
elementige Teilmengen von P darstellen diirfen, d.h. es wird |o(v)| > 1 fiir ein Blatt v aus

T’ zugelassen.

Time-Forward Processing-Technik

Im Rest dieses Kapitels wird intensiv von einer Technik namens time-forward processing
Gebrauch gemacht. Diese soll nun kurz beschrieben werden. Die folgende Beschreibung
basiert dabei auf der Arbeit von Govindarajan et al. [40].

Die time-forward processing-Technik stellt ein elegantes Verfahren zur Bearbeitung bzw.
Traversierung von gerichteten azyklischen Graphen dar. Dieses Verfahren wurde urspriing-
lich von Chiang et al. |29] vorgestellt und anschliefsend von Arge [6] verbessert. Wie Go-
vindarajan et al. bemerken, kann mit Hilfe dieser Technik das folgende Problem geldst
werden:

Sei ein gerichteter azyklischer Graph G = (V, E) gegeben, dessen Eckenmenge V' topo-
logisch sortiert ist, d.h., dass fiir jede Kante (v, w) € E die Anfangsecke v der Endecke w
vorausgeht. Jeder Ecke v € V wird dadurch eine Prioritdt zugeordnet, welche der Position
der Ecke in dieser sortierten Liste der Eckenmenge entspricht. Weiterhin sei in jeder Ecke
v € V eine Markierung ¢(v) gespeichert und f eine Funktion, welche auf die Eckenmen-
ge V von G angewendet werden soll, um fiir jede Ecke v € V mit direkten Vorgéngern
ul, ..., uy eine neue Markierung ¢ (v) = f(é(v), ¥ (u1), ..., ¥ (u)) zu berechnen.

Um die Berechnung der neuen Markierungen durchzufiihren, werden die Ecken aus
V' mittels der time-forward processing-Technik in topologisch sortierter Reihenfolge tra-
versiert. Nach Bearbeitung einer Ecke v € V wird deren neue Markierung (v) an ihre
direkten Nachfolger ,geschickt”, um sicherzustellen, dass die Markierung ¢ (v) bei Bear-
beitung dieser direkten Nachfolger vorliegt. Govindarajan et al. beschreiben die von Arge
|6] entwickelte Umsetzung dieser Technik wie folgt: Das ,Senden“ von Informationen wird
durch eine Prioritdtswarteschlange @ realisiert. Soll nach Bearbeitung einer Ecke v € V die
(neue) Markierung ¥ (v) an einen direkten Nachfolger w von v geschickt” werden, so wird
die Information ¢(v) in die Prioritdtswarteschlange @ mit der Prioritdt von w eingefiigt.
Bei Bearbeitung einer Ecke w € V werden alle Eintrage aus () mit der Prioritdt von w
entfernt. Da fiir jeden direkten Vorgénger v von w die fiir die Berechnung des neuen Werts
1 (w) bendtigte Information ¢ (v) aufgrund der topologischen Sortierung der Eckenmenge

zuvor mit der Prioritit von w in die Prioritdtswarteschlange @ eingefiigt wurde, liegen bei
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der Bearbeitung von w alle Informationen fiir die Berechnung von v (w) vor. Die fiir die
Bearbeitung einer Ecke bené&tigten Informationen kénnen demnach durch eine Folge von
DELETEMIN-Operationen aus der Prioritdtswarteschlange entfernt werden.

Sowohl im I/O-Modell als auch im cache-oblivious-Modell kann die obige Anwendung
der time-forward processing-Technik mit Hilfe einer Prioritatswarteschlange mit O(sort(|V|
+|E|+ 1)) 1/O-Operationen bzw. Speichertransfers umgesetzt werden, wobei I die insge-
samt entlang der Kanten von G ,verschickte® Menge von Informationen ist.> Im Folgenden
wird diese Technik zudem auf Bdume anwendet, und gesagt, dass die Knoten dieser Baume
von den Blattern ausgehend zur Wurzel hin bzw. von der Wurzel ausgehend zu den Blét-
tern hin mittels der time-forward processing-Technik traversiert werden. Damit ist gemeint,

dass eine Traversierung der entsprechenden gerichteten Graphen stattfindet.

4.3.2 Konstruktion eines fairen Schnittbaums

Analog zu Govindarajan et al. [40] kann das folgende Ergebnis gezeigt werden:

4.3.2 Theorem. Sei eine endliche nicht-leere Punktmenge P aus dem R® gegeben. Dann
kann mit Hilfe der Funktion FAIRCUTTREE (Algorithmus 4.3) unter Verwendung von
O(%) Speicherblocken mit O(sort(|P|)) Speichertransfers ein fairer Schnittbaum T von P

berechnet werden.

Beweis. Mit O(sort(|P|)) Speichertransfers konnen d Listen erstellt werden, die die Punkte
jeweils sortiert bzgl. einer der Dimensionen enthalten. Aus diesen Listen kann mit O(1)
Speichertransfers der d-Wiirfel Ry mit Lange lpqz(Ro) = lmae(P) und gleichem Zentrum
wie R(P) berechnet werden.

Sei «a eine reelle Konstante aus dem halboffenen Intervall [1 — 4%1, 1). Eine Anwendung
der Funktion FAIRCUTTREE auf P, Ry und « liefert dann den gewiinschten fairen Schnitt-
baum 7" von P: Gilt |P| =1, so wird in Zeile 2 der aus einem Knoten v bestehende faire
Schnittbaum T von P konstruiert und anschliefend zuriickgegeben. Andernfalls wird in
Zeile 4 ein unvollstindiger fairer Schnittbaum 7" von P berechnet, dessen Blatter Men-
gen représentieren, die aus hochstens | P|* Punkten bestehen. Fiir diese Mengen werden in
Zeile 6 rekursiv faire Schnittbdume berechnet, die dann in Zeile 8 die korrespondierenden
Blétter ersetzen. Der dadurch entstehende Baum 7' ist offensichtlich ein fairer Schnittbaum
von P.

Wie das folgende Lemma zeigen wird, verursacht die in Zeile 4 stattfindende Berechnung
des unvollsténdigen fairen Schnittbaums 7" mittels der Funktion PARTIALFAIRCUTTREE
(Algorithmus 4.4) insgesamt hochstens O(sort(|P|)) Speichertransfers. Weiterhin konnen

die Blitter von T” sowie die fiir die rekursiven Aufrufe benstigten Informationen durch eine

SFiir diese Menge kann |I| € w(|V|+|E|) gelten, falls die Markierungen ¢(v) und ¢ (v) einer Ecke v € V

nicht-konstante Informationen speichern.
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Funktion FAIRCUTTREE(P, Ry, «)
Eingabe: Eine endliche nicht-leere Punktmenge P C R%, eine Box Ry mit P C Ry und eine reelle
Konstante « € [0,1).
Ausgabe: FEin fairer Schnittbaum T von P.
1: if |P| =1 then
2:  Erzeuge einen fairen Schnittbaum T von P, der aus einem Knoten v mit o(v) = P und
R(v) = Ry besteht, und speichere den Punkt P = {p} explizit in diesem Knoten.
3: else
4:  Wende die Funktion PARTIALFAIRCUTTREE auf P, Ry und « an, um einen unvollstindigen
fairen Schnittbaum 7" von P zu berechnen. Seien v1,..., v, die Blitter von 7. In jedem
Blatt v; sind die Menge o (v;) und das Rechteck R(v;) gespeichert und es gilt |o(v;)| < | P|*.
for i =1to k do
6: Wende die Funktion FAIRCUTTREE rekursiv auf die Punktmenge o(v;), das Rechteck
R(v;) und die Konstante o an, um einen fairen Schnittbaum 7T} von ¢ (v;) zu konstruieren.
Das Blatt v; von T” wird in Zeile 8 durch den Baum T} ersetzt.
7:  end for
8 T=T'UTyU---UT}
9: end if

10: return T

Algorithmus 4.3: Berechnung eines fairen Schnittbaums im cache-oblivious-Modell, vgl. [40]

Traversierung der O(|P|) grofen Knotenmenge von 7" mit O(scan(|P])) Speichertransfers
extrahiert werden (dies ist aufgrund der Art und Weise moglich, auf die der unvollstandige
faire Schnittbaum durch den im Rest dieses Abschnitts beschriebenen Konstruktionsalgo-
rithmus im Speicher abgelegt wird). Durch Zeile 4 werden demnach hochstens O(sort(|P|))

Speichertransfers verursacht.

Die fiir die rekursive Berechnung insgesamt bendtigten Speichertransfers kénnen somit

durch folgende Rekurrenz beschrieben werden:

k
Z(|P|) < c- sort(|P]) + > _I(V;)
=1

Die Konstante ¢ € R* ist dabei so gewihlt, dass ein Aufruf der Funktion PARTIALFAIR-
CUTTREE hochstens c - sort(|P|) Speichertransfers verursacht (aufgrund des folgenden

Lemmas existiert eine solche Konstante). Weiterhin geben die Werte N; die Grofen der
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Mengen o(v;) an, d.h. N; = |o(v;)| fiir ¢ = 1,..., k. Da fiir diese Werte N; < |P|* und
|P| = Zle N; gilt, lasst sich die Rekurrenz wie folgt auflosen:

k
I(|P|) < c- sort(|P|) + Y T(Ny)

i=1
k k;
< c-sort(|P]) + Z ¢ sort(N;) + ZI(N’U)
i=1 j=1
< t(|P k Ni L kiIN
< c- sort(| |)+;C'B OgM/BB+;; (Nij)
k ki
=c-sort(|P])- (1 +a)+ ZZI(Nij)
i=1 j=1

o
< c-sort(|P]) - Zo/
=0

Fiir die Rekurrenz gilt demnach Z(|P]) < 5 - sort(|P|) € O(sort(|P|)). Ein Aufruf der

11—«

Funktion FAIRCUTTREE verursacht also hochstens O(sort(|P|)) Speichertransfers. Die

Aussage iiber den Speicherplatz ergibt sich aus dem folgenden Lemma. g

Es ist noch das folgende Lemma zu zeigen.

4.3.3 Lemma. Sei eine endliche nicht-leere Punktmenge P C R?, eine Box Ry mit P C Ry
und eine reelle Konstante o € [1 — ﬁ,l) gegeben. Dann bendtigt eine Anwendung der
Funktion PARTIALFAIRCUTTREE (Algorithmus 4.4) auf P, Ry und « zur Berechnung ei-
nes unvollstindigen fairen Schnittbaums T’ von P insgesamt O('—g') Speicherblicke und

O(sort(|P|)) Speichertransfers. Fiir jedes Blatt v von T' gilt zudem |o(v)| < |P|®.

Analog zu Govindarajan et al. [40] wird die Topologie des Baums 7" durch die Funktion
PARTIALFAIRCUTTREE in drei Schritten erstellt. Im ersten Schritt wird ein Bin&rbaum
T, erstellt, dessen Knoten mit Boxen korrespondieren. Jede durch ein Blatt von T, darge-
stellte Box enthélt hochstens | P|* Punkte aus P. Im zweiten Schritt wird der Baum T, zu
einem Baum T” erweitert. Dabei werden ggf. einige Blitter an T, angehingt und einige
Kanten von 7, durch Baume ersetzt, welche aus Sequenzen von fairen Schuitten entstehen.
Nach Schritt 2 ist sichergestellt, dass jeder Punkt aus P in genau einer durch ein Blatt von
T" dargestellten Box liegt. Dabei kann es sein, dass eine durch ein Blatt von 7" darge-
stellte Box keine Punkte aus P enthilt. Diese Blitter werden im dritten Schritt entfernt.
Anschliefend werden alle Wege in dem entstehenden Baum, die aus Knoten vom Grad 2
bestehen, durch eine einzelne Kante ersetzt. Der resultierende Baum ist dann der gesuchte
faire Schnittbaum 7”. Diese drei Schritte werden im Folgenden detailliert beschrieben und

analysiert.
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Funktion PARTIALFAIRCUTTREE(P, Ry, )

Eingabe: Eine endliche nicht-leere Punktmenge P C R%, eine Box Ry mit P C Ry und eine reelle
Konstante « € [0,1).
Ausgabe: Ein unvollstindiger fairer Schnittbaum 7”7 von P. Fiir ein Blatt v des Baums gilt |o(v)| <
|P|“.
1: Berechne den Baum T.. Jeder Knoten stellt eine Box dar, welche explizit in diesem Knoten
gespeichert ist.
2: Expandiere T, zu T". Jeder Knoten von T stellt eine Box dar, welche explizit in diesem Knoten
gespeichert ist. In einem Blatt von T" ist zusitzlich die (moglicherweise leere) Teilmenge von
P gespeichert, welche in der durch das Blatt dargestellten Box liegt.
3: Entferne jedes Blatt aus T", welches keine Punkte speichert. Fasse alle Wege zu einer einzelnen
Kante zusammen, die aus Knoten vom Grad 2 bestehen. Der resultierende Baum ist der Baum
T'.

4: return T’

Algorithmus 4.4: Berechnung eines unvollsténdigen fairen Schnittbaums im cache-oblivious-
Modell, vgl. [40]

Um die Lesbarkeit zu verbessern, wird bei der Bezeichnung von Knoten bzw. von den
durch die Knoten dargestellten Rechtecke nicht zwischen Knoten und Rechtecken unter-
schieden. Mit einer Bezeichnung R kann also kontextabhéngig der Knoten R oder das durch
den Knoten dargestellte Rechteck R gemeint sein.

Es wird nun gezeigt, wie die drei Schritte der Funktion PARTIALFAIRCUTTREE imple-
mentiert werden kénnen, um die in Lemma 4.3.3 angegebene asymptotische Schranke fiir
die Anzahl der verursachten Speichertransfers bzw. des bendtigten Speicherplatzes einzu-
halten. Seien dazu die durch die Eingabe der Funktion PARTIALFAIRSPLITTREE mitge-
lieferte endliche nicht-leere Punktmenge P C Rd, die Box Ry mit P C Ry und die reelle
Konstante 0 < o < 1 gegeben.

Konstruktion von T,

Um T, zu konstruieren, wird das Rechteck Ry zunéchst in jeder Dimension in ,Scheiben®
eingeteilt, welche jeweils hochstens |P|® Punkte aus P enthalten. Diese Einteilung wird pro
Dimension mit Hilfe von [%-‘ + 1 achsenparallelen Hyperebenen vollzogen, wobei die
beiden duferen Hyperebenen die beiden Seiten von Ry in dieser Dimension enthalten. Die
Hyperebenen werden im Folgenden als Begrenzungsebenen bezeichnet. Fiir die Konstrukti-
on von T, werden ausschlieflich die durch die Begrenzungsebenen gegebenen Informationen
iiber die Punkte verwendet.

Sind die Begrenzungsebenen fiir das Rechteck Ry berechnet worden, so kann der Baum

T, durch den folgenden Algorithmus konstruiert werden, welcher das gegebene Rechteck
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Ry sukzessiv anhand der drei weiter unten beschriebenen Fille aufteilt: Da alle Seiten
des Startrechtecks Ry in Begrenzungsebenen liegen, wird dieses durch den Fall 1 (s.u.) in
zwei Rechtecke R; und Ry aufgeteilt. Fiir die beiden Rechtecke Ry und Ry werden jeweils
mittels der drei weiter unten beschriebenen Félle rekursiv entsprechende Baume T, und
T¢, berechnet. Die rekursive Aufteilung bricht ab, sobald ein Rechteck in mindestens einer
Dimension von keiner der zugehdrigen Begrenzungsebenen geschnitten wird. Der Baum T,
besteht dann aus der Wurzel Ry und aus den beiden in Ry gewurzelten BiAumen 7, und
T.,. Am Ende der Konstruktion liegt jedes Blatt von 7T, in mindestens einer Dimension
vollstandig in einer der zugehorigen Scheiben. Dadurch wird sichergestellt, dass jedes dieser
Rechtecke hochstens | P|* Punkte aus P enthilt.

Zur Beschreibung der drei Fille sei nun ein Rechteck R gegeben, welches den unten be-
schriebenen Bedingungen (i)—(iii) geniigt und weiter aufgeteilt werden soll. Dabei bezeichne
R’ das grokte in R enthaltene Rechteck, dessen Seiten in Begrenzungsebenen liegen. Bei
jeder Aufteilung mittels einer der drei unten beschriebenen Fille werden die folgenden

Invarianten aufrecht erhalten:

(i) Pro Dimension liegt mindestens eine der beiden Seiten von R in einer Begrenzungs-

ebene
(ii) Fiir alle i = 1,...,d gilt entweder [;(R') = l;(R) oder l;(R') < 2I;(R)
(iii) lmin(R) > tlmaz(R)

Das Startrechteck Ry erfiillt alle drei Invarianten: Ry ist entweder ein d-Wiirfel oder ein
Rechteck, welches durch einen vorherigen Aufruf der Funktion PARTIALFAIRCUTTREE
entstanden ist. Somit erfiillt Ry die Invariante (iii). Die beiden Invarianten (i) und (ii)
folgen aus der speziellen Platzierung der Begrenzungsebenen zu Beginn der Konstruktion
von Tg.

Durch Anwendung eines der nun beschriebenen Fille entstehen jeweils ein oder zwei
neue Rechtecke. Es wird gesagt, dass die jeweiligen Félle diese Rechtecke produzieren. Fiir

die folgenden Betrachtungen sei weiterhin i,,,, eine abkiirzende Schreibweise fiir 7,4 (R).

Fall 1: lpan(R) =

grenzungsebenen. Es wird nun diejenige Begrenzungsebene in dieser Dimension gesucht,

imas (). Beide Seiten von R in der Dimension ime. liegen in Be-
die das Rechteck méglichst ,gut” in zwei geometrisch gleich grofse Hélften aufteilt. Liegt
diese Begrenzungsebene in einem Abstand von mindestens %lmm(R) von den beiden zur
Begrenzungsebene parallelen Seiten von R entfernt, so wird diese Ebene fiir die Aufteilung
verwendet (Fall 1a). Andernfalls wird R in der Dimension i,,,, in zwei gleich groke Halften
aufgeteilt (Fall 1b). Dieser Fall produziert genau zwei Rechtecke. Eine vereinfachte Dar-

stellung einer Aufteilung anhand dieses Falls wird durch Abbildung 4.6 gegeben.
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Abbildung 4.6: Das dufere fett gedruckte Rechteck ist das aufzuteilende Rechteck R. Die mittlere
fett gedruckte vertikale Linie ist die Aufteilungslinie, durch die R zerlegt wird. Die Begrenzungsebe-
nen werden durch gestrichelte Linien skizziert. Der Bereich zwischen den beiden ldngeren vertikalen
gepunkteten Linien stellt das mittlere Drittel von R in der Dimension 4,4, (R) dar. Durch den grau

schattierten Bereich wird das Rechteck R’ schematisch dargestellt.

Gilt Fall 1 nicht, so folgt aufgrund der zweiten Invariante

limas () < ;lmaaz(R)'

Es liegt somit nur eine der beiden Seiten von R in der Dimension i, in Begrenzungsebe-
nen. Diese Begrenzungsebene sei mit H bezeichnet. Des Weiteren ist c eine reelle Konstante
mit Wert ¢ = %. Der Grund fiir diese spezielle Wahl von ¢ wird im Beweis zu Lemma 4.3.8
ersichtlich werden.
Fall 2: l00(R') > ¢ lnae(R). Gilt [, (R') > 1lyaz(R) (Fall 2a), so wird R durch dieje-
nige Begrenzungsebene aufgeteilt, welche eine Seite von R’ in der Dimension i,,,, enthilt
und nicht mit H {ibereinstimmt, vgl. Abbildung 4.7 (a). Ansonsten (Fall 2b) wird R durch
eine zu H parallele Hyperebene aufgeteilt. Um die Invarianten aufrecht zu erhalten, wird

24

diese Hyperebene in einem Abstand von y = (3

ganze Zahl ist und so gewiihlt wird, dass y € (3lmaz(R), 2lmasz(R)] gilt, vgl. Abbildung 4.7
(b).

Der Fall 2b produziert nur das Rechteck, welches R’ enthélt. Das andere Rechteck wird

in diesem Aufteilungsprozess nicht weiter betrachtet und ist somit kein Knoten von T..

)Y lmaz(R') zu H platziert, wobei j eine

Der Grund dafiir ist, dass das zweite Rechteck die Invariante (i) nicht erfiillt. Da dieses
jedoch vollsténdig in einer Scheibe von Ry liegt, sind hochstens |P|* Punkte aus P in ihm
enthalten. Dadurch kann es in der zweiten Phase des Algorithmus 4.4 als Blatt an 7"
angehingt werden.

Fall 3: l;00(R') < clyaz(R). Aufgrund von ¢ = 2% und der fiir das Rechteck R giiltigen
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Abbildung 4.7: Beschriftungen wie in Abbildung 4.6. Hinzu kommt das Rechteck (punktierter
Rand) in der linken unteren Ecke von R mit Linge 24—7 “Imaz (R). In Fall 2a liegt eine Begrenzungs-
ebene im gekennzeichneten mittleren Bereich. In Fall 2b liegt keine Begrenzungsebene im mittleren
Bereich, jedoch existiert mindestens eine Begrenzungsebene, welche zwar R jedoch nicht das kleine
Rechteck (mit punktiertem Rand) schneidet. Ansonsten (Fall3) liegen alle Begrenzungsebenen im
kleinen Rechteck.

Invariante (iii) folgt, dass R’ einen einzigen gemeinsamen Eckpunkt E mit R teilt. Sei C ein
d-Wiirfel mit Lénge [(C) = 3lmqe(R'), der R’ enthilt und E als einen Eckpunkt besitzt.
Dieser Fall produziert das Rechteck C, vgl. Abbildung 4.7 (c). Die Kante zwischen R und
C ist eine komprimierte Kante von T,, die wihrend der Konstruktion von T” durch einen
Baum ersetzt wird, welcher aus einer Folge von fairen Schnitten hervorgeht.

Callahan [25] zeigt, dass die Invarianten (i)-(iii) bei einer Aufteilung anhand der drei
obigen Félle erhalten bleibt:

4.3.4 Lemma ([25]). Sei R ein Rechteck, welches den drei obigen Invarianten (i)—(iii)
gentigt. Ein durch Anwendung einer der drei Félle produziertes Rechteck erfiillt wieder die

drei Invarianten (1)—(iii).
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Auf den Beweis dieses Lemmas soll hier verzichtet werden. Wie Govindarajan et al. [40] be-
merken, fiihrt eine direkte Konstruktion von 7T, durch den obigen Aufteilungsalgorithmus,
der das Rechteck Ry rekursiv anhand der drei Félle aufteilt, nicht zu einem I/O-effizienten
Verfahren. Stattdessen orientieren sie sich an dem parallelen Konstruktionsverfahren von
Callahan [25] und erstellen zunéchst einen Obergraphen G, aus welchem T, anschliefend
extrahiert wird. Die Grofe dieses Obergraphen kann durch eine entsprechende Wahl der
Konstanten « variiert werden, wodurch die effiziente Extraktion von T, gewédhrleistet wird.
Dieses Vorgehen wird hier {ibernommen.

Zur Definition des Obergraphen G sind zunichst folgende Uberlegungen nétig: Nach
Callahan [25] und Govindarajan et al. [40] lassen sich die in den Fillen 1-3 verwendeten
Aufteilungshyperebenen jeweils durch zwei Begrenzungsebenen und konstant viele zusétzli-
che Informationen eindeutig beschreiben. Da alle Seiten des Rechtecks Ry in Begrenzungs-
ebenen liegen, gilt dies auch fiir alle Seiten von Ry. Somit ldsst sich jedes Rechteck aus T,
pro Dimension durch zwei Begrenzungsebenen und konstant viele zusétzliche Informatio-
nen beschreiben.

Das Gegenteil muss nicht zutreffen; es kann Rechtecke geben, die durch diese beschrénk-
ten Informationen eindeutig beschrieben werden kénnen aber keine Knoten von T sind.
Callahan [25] betrachtet alle Rechtecke, die durch die obigen beschrénkten Informationen
eindeutig beschrieben werden kénnen und nennt sie konstruierbare Rechtecke. Der Schliissel
zu einem effizienten Verfahren wird durch das folgende Lemma gegeben, auf dessen Beweis

wiederum verzichtet wird.
4.3.5 Lemma (|25, 40]). Es gibt O(\P!M(l_a)) konstruierbare Rechtecke.

Callahan [25] definiert den Obergraphen G wie folgt: Die Eckenmenge von G besteht aus
allen konstruierbaren Rechtecken. Zwischen zwei Rechtecken R; und Ro, welche beide
die Invarianten (i)—(iii) erfiillen, existiert eine gerichtete Kante (Rj, R2), wenn Ry durch
Anwendung einer der drei obigen Falle aus Ry produziert werden kann.

In dieser Arbeit wird die Definition dieses Obergraphen, dem sogenannten Produkti-
onsgraphen, weitgehend iibernommen. Um zu gewéhrleisten, dass kein Rechteck R mit
l;(R) =0 fiir ein ¢ € {1,...,d} Teil der Eckenmenge des Produktionsgraphen ist, wird in
Ergdnzung zur obigen Definition gefordert, dass von einem Rechteck R; nur dann Kan-
ten ausgehen, wenn es in keiner Dimension vollstdndig in einer der zu dieser Dimension
gehorenden Scheiben liegt.

Der gesuchte Baum T, ist der kleinste Teilgraph von G, welcher alle von R aus erreich-
baren Ecken enthilt. Da jede Ecke aus G hochstens zwei ausgehende Kanten besitzt, ist
die Gesamtgrofe des Graphen G linear in der Anzahl der konstruierbaren Rechtecke. Wird
nun fiir die Konstante o ein Wert aus [1 — ;,1) gewiihlt, so ergibt sich fiir den Graphen
G nach Lemma 4.3.5 eine Gesamtgrofe von O(;/|P|).
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Die effiziente Extraktion des Baums 7, aus G kann mit Hilfe der time-forward proces-
sing-Technik realisiert werden. Um diese Technik anwenden zu kénnen, wird ein effizientes
Verfahren benétigt, welches den Graphen G topologisch sortiert. Dies wird durch die fol-
gende Beobachtung ermdoglicht:

4.3.6 Beobachtung. Seien Ry und Ry zwei konstruierbare Rechtecke. Existiert die Kante
(R1,Ry) in G, so gilt 391 1;(Ra) < 301 1j(Ra).

Diese Eigenschaft von G ermoglicht eine topologische Sortierung desselben, indem die
Ecken in absteigender Reihenfolge bzgl. der Summen iiber ihre Seitenldngen sortiert wer-
den. Der Graph G lésst sich zudem durch die obige Beobachtung als ein gerichteter azy-
klischer Graph erkennen. Weiterhin ist leicht ersichtlich, dass der Teilgraph 7, ein Baum ist.

Es wird nun der im Kontext des cache-oblivious-Modells effiziente Algorithmus zur Kon-
struktion von T, mit Hilfe des Obergraphen G beschrieben. Dieser Algorithmus besteht

aus den folgenden drei Schritten:

Schritt la: Berechnung der Begrenzungsebenen, durch die das Eingaberechteck Ry in Schei-

ben unterteilt wird
Schritt 1b: Konstruktion des Produktionsgraphen G anhand dieser Einteilung

Schritt 1c: Extraktion von T, aus GG

Schritt 1a: Berechnung der Begrenzungsebenen Das Rechteck Rj soll pro Dimen-
sion in Scheiben eingeteilt werden, die jeweils hochstens |P|* Punkte aus P enthalten. Dazu
wird {iber alle Dimensionen des Rechtecks Ry iteriert und pro Dimension i € {1,...,d}
werden die Punkte aus P anhand ihrer i-ten Koordinate sortiert. Anschliekend werden die
sortierten Punkte durchlaufen und die Begrenzungsebenenliste der Dimension ¢ erzeugt.
Ein Eintrag dieser Liste besteht aus einem reellen Wert, der eine Begrenzungsebene in
dieser Dimension eindeutig beschreibt. Bei der Traversierung der Punkte wird fiir jedes
j=1,..., {%—‘ — 1 zwischen dem (j - |P|*)-ten und (j - |P|* + 1)-ten Punkt eine Be-
grenzungsebene platziert und der reelle Wert in die Begrenzungsebenenliste eingetragen,
welcher diese Ebene eindeutig beschreibt. Zudem werden zwei Begrenzungsebenen hinzu-

gefiigt, die die Seiten von Rg in der i-ten Dimension enthalten.®

®Sonderfille der Punkteverteilung konnen durch eine e-Scherung des Koordinatensystems behandelt
werden. Beim Erstellen der Begrenzungsebenenliste wird parallel auf zwei Listen zugegriffen (die Liste der
Punkte und die Begrenzungsebenenliste). Dadurch konnte der aktuelle Block der Begrenzungsebenenliste
(in den geschrieben wird) aus dem internen Speicher verdringt werden. Die im cache-oblivious-Modell
angenommene optimale Ersetzungsstrategie gewéhrleistet jedoch, dass dieser Block im Speicher bleibt. Es
werden fiir diesen Vorgang also hdchstens (’)(le;a) + O(scan(N)) (und nicht O(N'~*) 4 O(scan(N)))
Speichertransfers bendétigt.
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Durch diesen Vorgang entsteht also pro Dimension eine Liste von Begrenzungsebenen
und somit entstehen insgesamt d dieser Listen. Da d konstant ist, benotigt dieser gesamte
Schritt O(d - sort(|P])) = O(sort(|P|)) Speichertransfers.

Schritt 1b: Konstruktion des Produktionsgraphen G Nach Lemma 4.3.5 liegt die
Anzahl der konstruierbaren Rechtecke in (9(|P|2d(170‘)) C O(y/|P]) und die Eckenmenge
des zu erstellenden Graphen G besteht aus genau diesen Rechtecken. Jedes dieser Rechtecke
kann, wie oben beschrieben, pro Dimension eindeutig durch zwei Begrenzungsebenen und
konstant viele zusdtzliche Informationen dargestellt werden.

Die Knotenmenge von G lésst sich durch verschachtelte Traversierungen der Begren-
zungsebenenlisten erstellen. Dazu wird zunachst eine Knotenliste mit leeren Eintridgen
und passender Grofe erstellt. Ein Eintrag dieser Liste ist ein 3d-Tupel von der Form
(s1,8,a1,...,84, ), aq) und stellt ein konstruierbares Rechteck eindeutig dar. Dabei wer-
den die beiden zur eindeutigen Identifizierung des Rechtecks ndtigen Begrenzungsebenen in
der Dimension i durch die Parameter s; und s, festgehalten. Die zusitzlich pro Dimension
¢ nétigen Informationen werden in dem Parameter o; gespeichert.

Das Fiillen der Tupelliste mit Werten geschieht wie folgt: Die entsprechenden s;-Werte
werden in die Liste eingefiigt, indem die Tupelliste und die Begrenzungsebenenliste der
ersten Dimension traversiert werden. Fiir jeden s1-Wert wird nun erneut die Begrenzungs-
ebenenliste der ersten Dimension durchlaufen und es werden entsprechende s}-Werte in die
Tupelliste eingetragen. Fiir ein dadurch entstehendes Paar (s1, s}) triagt man alle in Frage
kommenden a;-Werte ein. Pro Tripel (s1, s}, a1) werden nun die Begrenzungsebenenlisten
der zweiten Dimension traversiert und die so-Werte in die Tupelliste eingetragen. Auf diese
Weise fahrt man fort, bis die Werte aller 3d Dimensionen eingetragen sind. Der gesamte
Vorgang ldsst sich durch einen verschachtelten Durchlauf realisieren, durch welchen die
Tupelliste einmal und die verschiedenen Begrenzungsebenenlisten mehrere Male traver-
siert werden. Da die Gesamtzahl der durch die Traversierung der Begrenzungsebenenlisten
gelesenen Elemente gleich der Anzahl der Elemente in der Tupelliste ist, entspricht der
Gesamtaufwand fiir das Durchlaufen der Tupelliste und aller Begrenzungsebenenlisten ei-
ner zweimaligen Traversierung der Tupelliste. Nach Wahl von o > 1 — ﬁ besteht diese
aus insgesamt (’)(]P]zd(l*a)) C O(y/|P|) Elementen. Somit bendtigt dieser verschachtelte
Durchlauf héchstens O(scan(y/|P|)) Speichertransfers.

Jeder Eintrag der entstandenen Liste enthélt eine vollstindige Darstellung eines kon-
struierbaren Rechtecks R = [z1,2]] X -+ X [zg,2}]. In Hinblick auf die Erstellung der
Eckenmenge von G wird nun ein solcher Tupeleintrag um eine vollstindige Darstellung des
groften in R liegenden Rechtecks R’ ergéinzt, dessen Seiten in Begrenzungsebenen liegen.
In dem I/O-effizienten Algorithmus von Govindarajan et al. wird zur Umsetzung dieses
Schritts pro Dimension i ein buffer tree [6] tiber den Elementen der Begrenzungsebenen-

liste der Dimension i konstruiert. Da der buffer tree nicht cache-oblivious ist, wird hier
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jedoch eine andere Vorgehensweise gewéhlt. Um jeden Tupeleintrag mit den entsprechen-
den Informationen zu erweitern, wird iiber alle d Dimensionen iteriert und pro Dimension
i wie folgt verfahren: Durch eine Traversierung der Begrenzungsebenenliste der i-ten Di-
mension ldsst sich derjenige Eintrag z; finden, welcher einen minimalen Abstand zu z; hat
und die Bedingung z1 — x; > 0 erfiillt. Wahrend dieser Traversierung kann fiir x; analog

der Wert 2z mit z — 2z > 0 und minimalem Abstand zu z} bestimmt werden.

Pro Dimension wird also zur Untersuchung eines Rechtecks R ein Durchlauf der Be-
grenzungsebenenliste dieser Dimension benétigt. Insgesamt ergibt sich pro untersuchtem
|P

Rechteck fiir alle d Dimensionen ein Aufwand von héchstens O(2d - scan( MTHQJ +1)) C

(9(50@71(“3"#'_1 +2)) C O(scan(|P)'™)) € O(scan(y/|P|)) Speichertransfers. Da G ins-
gesamt nur aus O(y/|P|) konstruierbaren Rechtecken besteht, sind zur Ergénzung aller
Rechtecke R aus G um das entsprechende Rechteck R’ insgesamt hochstens O(scan(|P)))

Speichertransfers erforderlich.

Um die Kantenmenge des Produktionsgraphen G zu konstruieren, miissen fiir jedes
Rechteck R der schon erstellten Knotenmenge von G hochstens zwei ausgehende Kanten
gefunden werden. Ein Eintrag in der Knotenliste von G enthilt nach obigem Verfahren
eine vollstindige Darstellung eines Rechtecks R und des dazugehdrenden Rechtecks R'.
Durch diese Informationen kann ermittelt werden, ob von R Kanten ausgehen oder nicht:
Gilt Ip(R') = 0 fiir ein k € {1,...,d}, so wird das Rechteck R in der Dimension k von kei-
ner Begrenzungsebene geschnitten. Das Rechteck R hat somit keine ausgehenden Kanten.
Ansonsten werden durch Anwendung eines der drei eingangs beschriebenen Fille auf R ein
oder zwei Rechtecke produziert, fiir welche entsprechende Kanten erzeugt werden miissen.
Die durch einen Eintrag der Eckenliste von G gegebenen Informationen reichen dabei aus,
um zwischen den Féllen 1,2 und 3 zu unterscheiden. Ebenso ist anhand der Informationen
eine Fallunterscheidung der Fille 2a und 2b moglich. Um die Félle 1a und 1b unterscheiden
zu kénnen, bendtigt man zusétzlich diejenige Begrenzungsebene, die das Rechteck R in der
Dimension 4,4, (R) moglichst ,gut* in zwei geometrisch gleich grofe Hélften teilt. Diese Be-
grenzungsebene kann analog zu dem obigen Verfahren bestimmt werden: Dazu werden pro
Rechteck R die Begrenzungsebenenlisten der Dimension 4,4, (R) durchlaufen und derjenige
Eintrag z3 mit minimalem Abstand zu %x; ausgewdhlt. Die Erweiterung aller Rechtecke
um diese Information benétigt demnach wieder O(scan(|P|)) Speichertransfers.” Anschlie-
Bend kann die Kantenmenge mittels einer Traversierung der Knotenmenge von G erstellt
werden. Anstatt die Kantenmenge von G separat zu speichern, wird bei der Erstellung
der Kantenmenge eine Ecke R von G zu einem Tripel (R, Ry, R2) bzw. (R, R1, null) bzw.

(R, null, null) erweitert, je nachdem, ob das Rechteck R durch einen fairen Schnitt in die

"Der 1/O-effiziente Algorithmus konstruiert zur Erweiterung aller Rechtecke um diese Informationen
erneut pro Dimension ¢ einen buffer tree iiber den Elementen der Begrenzungsebenenliste der i-ten Dimen-

sion.
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Rechtecke R; und Ry bzw. in das Rechteck R; bzw. nicht mehr zerlegt wird. Insgesamt
benétigt die Erstellung der Kantenmenge demnach O(scan(|P|)) Speichertransfers.

Schritt 1c: Extraktion von T, Um den gesuchten Teilgraphen T, aus G extrahieren
zu konnen, wird G zunidchst mit IHilfe von Beobachtung 4.3.6 topologisch sortiert. Die
Ecken werden also in absteigender Reihenfolge bzgl. der Summen iiber ihre Seitenldngen
sortiert. Anschliefend wird die Eckenmenge von G durchlaufen und jeder Knoten mit
Ausnahme von Ry als inaktiv markiert. Der Knoten Ry wird als aktiv markiert. Mittels
der time-forward processing-Technik werden dann alle von Ry aus erreichbaren Ecken als
aktiv ummarkiert. Eine aktive Ecke bleibt bei diesem Vorgang aktiv und sendet durch ihre
ausgehenden Kanten eine Nachricht ,aktiviere” an ihre direkten Nachfolger. Eine inaktive
Ecke, welche durch eine ihrer eingehenden Kanten die Nachricht aktiviere erhilt, wird als
aktiv ummarkiert und leitet die Nachricht durch ihre ausgehenden Kanten an ihre direkten
Nachfolger weiter.

Da der Graph G héchstens (’)(\/W ) Ecken besitzt, benétigt die topologische Sortie-
rung und die Anwendung der time-forward processing-Technik insgesamt O(sort(1/|P]))
Speichertransfers, vgl. Abschnitt 4.3.1.

Nach diesem Vorgang sind alle von Ry aus erreichbaren Ecken von G als aktiv markiert.
Durch eine weitere Traversierung der Eckenmenge von G konnen diese extrahiert werden.
Die dadurch entstehende Eckenmenge ist die Eckenmenge des gesuchten Baums T.. Die
Kanten von T, sind dabei implizit in den Ecken gespeichert.

Da alle Schritte zur Konstruktion von T, jeweils hochstens O(sort(|P|)) Speichertrans-
fers und O( %) Speicherblécke bendtigen, ergibt sich das folgende Lemma:

4.3.7 Lemma. Sei eine endliche nicht-leere Punktmenge P C R?, eine Box Ry mit P C
Ry und eine reelle Konstante o € [1— ﬁ, 1) gegeben. Dann kann der Baum T, aus Algorith-
mus 4.4 unter Verwendung von O(%) Speicherblocken mit O(sort(|P)) Speichertransfers

konstruiert werden.

Konstruktion von T"

Mit Hilfe des in der vorherigen Phase berechneten Baums T soll in dieser Phase der Baum
T" aus Algorithmus 4.4 berechnet werden. Der Baum 7" kann durch die folgenden Schritte

konstruiert werden:

Schritt 2a: Wahrend der Konstruktion von 7, wurde bei einer Aufteilung durch den Fall 2
eines der beiden Rechtecke nicht weiter betrachtet, da es die Invariante (i) nicht
erfiillt hat. Jedes dieser Rechtecke enthélt hochstens | P|* Punkte aus P, da es in
mindestens einer Dimension vollstdndig in einer zu der Dimension gehérenden
Scheibe liegt. Diese Rechtecke werden in diesem Schritt an den Baum 7. als

Blitter angehiingt. Der resultierende Baum wird mit 7" bezeichnet.
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Schritt 2b: Jeder Punkt aus P liegt entweder in einem Blatt von T.F oder in einer Region
R\ C zwischen zwei Rechtecken R und C wobei (R, C') eine komprimierte Kante
von T, ist.® Die Punkte aus P werden in diesem Schritt auf die Rechtecke bzw.

Regionen verteilt.

Schritt 2c: In diesem Schritt werden alle komprimierten Kanten von T.F expandiert. Jede
komprimierte Kante (R,C) von T, wird jeweils durch einen Baum T'(R,C')
ersetzt, der aus einer Sequenz R = Rq,..., R = C von fairen Schnitten her-

vorgeht. Der entstehende Baum ist T”.

Schritt 2a: Anhiingen fehlender Blitter Um die durch den Fall 2 verworfenen Recht-
ecke als Blitter an den Baum 7, anzuhingen, wird die Knotenliste von T, durchlaufen.
Jeder Knoten der Form (R, Ry, null) wird dabei durch den Knoten (R, Ri, R2) ersetzt,
wobei sich Ry = R\ Ry aus den in dem Knoten (R, Ry, null) gespeicherten Informationen
berechnen lasst. Des Weiteren wird ein Knoten der Form (R2, null, null) zur Knotenmenge
von T, hinzugefiigt. Da an jeden Knoten héchstens ein neues Kind angehédngt wird, hat
der entstehende Baum T, ebenso wie T, eine GréRe von O(y/|P|). Der gesamte Schritt
benétigt somit héchstens O(scan(y/|P|)) Speichertransfers.

Schritt 2b: Verteilung der Punkte aus P Um die Punkte auf die Blitter von T."
bzw. auf die durch die komprimierten Kanten von T." definierten Regionen zu verteilen,
wird das Rechteck Ry zuerst in Zellen partitioniert.® Anschliefend wird jeder Punkt aus P
mit derjenigen Zelle markiert, die ihn enthalt. Durch diese Markierung eines jeden Punktes
kann die Verteilung auf die Bléatter bzw. Regionen effizient berechnet werden.

Die Partitionierung des Rechtecks Ry in Zellen wird durch diejenigen Hyperebenen
vollzogen, welche als Grenzen fiir die konstruierbaren Rechtecke auftreten. Eine Zelle Z ist
dabei ein halboffenes Rechteck der Form Z = [hy, h}) x - - - X [hq, h}) C R? und wird durch
Angabe des Tupels (hy, ..., hq) eindeutig beschrieben, wobei der Wert h; ein Eintrag aus
der Begrenzungsebenenliste der Dimension i ist. Besitzt eine Zelle Z = [hy,h)) X -+ X
[ha, Bl) C R einen maximalen Wert h; (1 < j < d), so wird der ,offene Rand“ dieser
Zelle hinzugenommen, d.h. die Zelle zu Z = [hy, h}) X -+ X [hj, h}] X -+ X [hg, hj) C R4
erweitert (es konnen natiirlich mehrere Rander hinzugenommen werden). Die Anzahl der
entstehenden Zellen ldsst sich analog zur Anzahl der konstruierbaren Rechtecken begrenzen:

Pro Dimension kann eine Zelle eindeutig durch Angabe einer der obigen Hyperebenen

8Die Punkte konnen auch auf den Rindern der Rechtecke bzw. der Regionen liegen. Bei der Verteilung

der Punkte wird darauf geachtet, dass jeder Punkt nur einem Rechteck bzw. einer Region zugeordnet wird.
“Der I/O-effiziente Algorithmus bearbeitet diese Verteilung der Punkte mit Hilfe von speziellen Anfragen

an eine Datenstruktur namens topology buffer tree [59]. Hier wird die Verteilung der Punkte mit Hilfe einer
Partitionierung der Rechtecke bzw. Regionen in Zellen umgesetzt, die auf der Arbeit von Callahan [25]

basiert.
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beschrieben werden. Da die Anzahl der Hyperebenen pro Dimension durch O(|P|'™®)
beschrankt ist, existieren folglich insgesamt hochstens O(|P \d(l_a)) C O(y/|P|) Zellen.
Eine Liste aller Zellen mit Eintrigen der Form (hy, ..., hq) € R? kann demnach analog zur
Berechnung der Eckenmenge von G mit O(scan(+/|P|)) Speichertransfers erstellt werden.

Um die Punkte aus P auf die Zellen zu verteilen, werden pro Dimension ¢ die Punkte aus
P und die Eintrége der gerade erstellten Liste bzgl. der i-ten Koordinate sortiert. Ein Punkt
p € P liegt in genau einer Zelle Z. Eine Traversierung beider Listen ermdglicht es somit,
jeden Punkt aus P mit einem entsprechenden Wert h; zu markieren. Nach Bearbeitung aller
Dimensionen besitzt jeder Punkt eine Markierung der Gestalt (hy,...,hq), durch welche
die Zelle, in der er liegt, eindeutig beschrieben wird, vgl. Abbildung 4.8 (a). Da d konstant
ist, benotigt die Markierung aller Punkte insgesamt O(sort(|P|)) Speichertransfers.
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Lo X
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| 1
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Lo [ : :
o |
(a) Verteilung von Punkten auf eine Zelle (b) Verteilung von Zellen auf eine Region

Abbildung 4.8: Verteilung von Punkten auf Zellen bzw. Verteilung von Zellen auf Rechtecke und
Regionen.

Um jede Zelle mit dem Blatt bzw. der Region zu markieren, in dem bzw. in der sie liegt,
wird die Knotenliste von T, traversiert. Fiir jedes traversierte Blatt bzw. jede komprimierte
Kante wird die Liste der Zellen durchlaufen. Liegt eine Zelle in dem Rechteck bzw. in der
durch die komprimierte Kante beschriebenen Region, so wird die Zelldarstellung um diese
Information ergénzt, vgl. Abbildung 4.8 (b). Ein Blatt bzw. eine komprimierte Kante kann
jeweils wihrend der Traversierung mittels der impliziten Speicherung der Kantenmenge
von T. erkannt werden. Da sowohl die Grofe von T, als auch die Anzahl der Zellen
durch O(\/W ) begrenzt ist, bendtigt die verschachtelte Traversierung insgesamt hochstens
O(scan(|P|)) Speichertransfers.

Die Punkte konnen nun auf die Blitter bzw. Regionen verteilt werden: Sowohl die
um die jeweilige Zelldarstellung ergédnzten Punkte aus P als auch die Eintrige der Liste
der Zellen werden dazu lexikographisch sortiert. Durch eine Traversierung beider Listen
kann dann ein Punkt um die Darstellung des Blatts bzw. der Region ergénzt werden, in

dem bzw. in der er liegt. Ein Punkt p wird also zu einem Tupel (p, R, null) bzw. (p, R, C)
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erweitert, wenn er in einem Rechteck R bzw. in einer durch eine komprimierte Kante (R, C)
beschriebenen Region liegt.

Ein letzter Sortierschritt ermdglicht es, jedes Blatt R bzw. jede komprimierte Kante
(R, C) von T mit den Punkten zu markieren, die dem Blatt bzw. der komprimierten Kante
zugeordnet wurden: Beide bzgl. der Rechtecke sortierten Listen werden dazu traversiert.
Bei dieser Traversierung wird fiir den Baum eine neue Liste von Tupeln erstellt, wobei ein
Tupel (R, null, null), welches ein Blatt mit den Punkten py, ..., p; darstellt, durch die Folge
von Tupeln (R,null,null,p1),...,(R,null,null,p;) ersetzt wird. Entsprechend wird ein
eine komprimierte Kante darstellendes Tupel (R, C, null) durch eine Folge von Tupeln der
Form (R,C,null,p1),...,(R,C,null,p;) ersetzt, wenn der komprimierten Kante Punkte
p1,...,pj zugeordnet wurden, vgl. Abbildung 4.9.

Ry Ry

(Ry, Ry, Ry) (R, R, Ry) -
(Ra, null, null) () . N (Ro,null, null,p1) (&) A N
(R3, Ry, null) . (Rs3, Ry, null pz) A
(Ry, null, null) @) () (Rs3, Ry, null, p3) (B () ’

re (Ry, null, null, py) P

@ o P4 @ Ly
Ry Ry Ry Ry R, R,

(a) (b)

Abbildung 4.9: Erweiterung der Tupelliste

Der bis zu diesem Zeitpunkt erstellte Baum wird also durch eine Liste von Tupeln
dargestellt, welche insgesamt (’)(| |) Speicherblécke belegt. Der gesamte Schritt benotigt
O(sort(|P])) Speichertransfers.

Schritt 2c: Komprimierte Kanten expandieren Um die komprimierten Kanten von
T." zu ersetzen, simulieren Govindarajan et al. [40] eine Phase des sequentiellen Algorith-
mus aus Abschnitt 4.2. Sie ersetzen dabei eine komprimierte Kante (R,C) durch einen
Baum T'(R,C). Der Baum T'(R,C) besteht aus einem Pfad von R nach C, wobei jeder
innere Knoten als zusétzliches Kind ein Blatt besitzt. Durch die Ersetzung jeder kompri-
mierten Kante (R,C) aus T, entsteht der Baum T”. Dieses Vorgehen zur Konstruktion

von T" wird hier iibernommen.

Die Ersetzungsprozedur Zu einer komprimierten Kante (R,C) wird der Baum
T(R,C) mit Hilfe der folgenden Prozedur DECOMPRESSEDGE konstruiert, welche begin-
nend mit R = R solange ausgefiihrt wird, bis R mit C iibereinstimmt: Gilt lmax(R) >
31(C), so wird das Rechteck R durch diejenige Hyperebene in zwei Rechtecke Ry und Ry
gleicher Grofe zerlegt, die senkrecht zur 4,4, (R)-ten Koordinatenachse steht. Ansonsten
teilen R und C in der Dimension 4,4, (R) eine gemeinsame Seite. Sei dann H diejenige Hy-

perebene, welche die andere Seite von C' in der Dimension im(w(R) enthélt. Das Rechteck
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R wird dann mittels H in zwei Rechtecke Ry und Ry aufgeteilt. In beiden Fillen sei Ry
das Rechteck der beiden, welches C enthilt. Gilt Ry # C, so wird das Rechteck R = R;

iterativ weiter aufteilt.

4.3.8 Lemma. Die obige Prozedur DECOMPRESSEDGE hdlt die folgenden Invarianten
aufrecht:

(1) Fir jedesi € {1,...,d} gilt entweder I;(R) > 31(C) oder I;(R) = 1(C).
(II) Das Rechteck R ist eine Box.

Beweis. Das Rechteck R = R ist eine Box, da es die Invariante (iii) im Algorithmus zur
Konstruktion des Baums T, erfiillt. Aufgrund der speziellen Wahl der Konstanten ¢ (siehe
Fall 3) und lpae(R) < 3lmin(R) folgt weiterhin I(C) = 3lnas(R) < 3 - sblnas(R) <
2lmin(R) und somit [;(R) > 21(C) fiir i = 1,...,d. Die Invarianten (I) und (II) sind
demnach fiir das Startrechteck R erfiillt.

Sei nun ein Rechteck R # R gegeben, welches durch Zerlegung eines Rechtecks R
hervorgegangen ist. Dass R die Invariante (I) erfiillt, folgt direkt aus der Fallunterscheidung,
anhand derer das Rechteck R aufgeteilt wurde. Um die Invariante (II) fiir das Rechteck
R zu verifizieren, kann induktiv angenommen werden, dass das Rechteck R die beiden
Invarianten erfiillt. Da das Rechteck R in der Dimension 1max(f%) aufgeteilt wurde, gilt
3l;(R) = 31;(R) > lmaz(R) > lnaz(R) fir @ # imae(R). Um zu zeigen, dass R eine Box
ist, muss noch 30;(R) > lnae(R) fiir i = zmax(]%) bewiesen werden. Wurde R in zwei
gleich grofse Hélften aufgeteilt, so ist die Behauptung offensichtlich, da 3limm( R)(R) >
lmaz(R) > lmaz(R) gilt. Ansonsten kann aus e (R) < 3I(C), der fiir das Rechteck R

giiltigen Tnvariante () und R # C (= lpaz(R) > 1(C)) die Ungleichung

Snar(B) SUC) < lnaa(R).

gefolgert werden. Somit gilt auch in diesem Fall 31, R)(R) > Inaz(R) > lmae(R). Das

Rechteck R erfiillt also auch die zweite Invariante. O

Die Terminierung der Prozedur DECOMPRESSEDGE ist offensichtlich. Aus den obigen
Betrachtungen folgt weiterhin, dass es sich bei den Zerlegungen um faire Schnitte han-
delt und dass alle entstehenden Rechtecke Boxen sind. Somit ergibt sich unter anderem
R ~~ C, d.h. die Existenz einer durch faire Schnitte entstehenden Sequenz von Rechtecken
R=Ry,...,R, =C ist gesichert.

Der Baum T'(R, C') wird wihrend des Aufteilungsprozesses wie folgt erstellt: Die Wurzel
von T'(R, C) ist das Rechteck R. Enthélt das Rechteck Rg bei einer der obigen Zerlegungen
eines Rechtecks R mindestens einen Punkt, so werden die Punkte aus R\ C auf die beiden
Rechtecke Ry und Ry verteilt, Ry und Ry als Kinder an den Knoten R angehiingt, und

es wird der Prozess mit Ry fortgesetzt. Andernfalls wird der Knoten R durch R; ersetzt
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und der Prozess mit R; fortgefiihrt. Eine vereinfachte Darstellung der Ersetzung einer
komprimierten Kante (R,C) durch den Baum 7'(R,C') wird in Abbildung 4.10 gegeben.

Abbildung 4.10: Ersetzung einer komprimierten Kante (R, C') durch den Baum T'(R, C).

Effiziente Umsetzung der Ersetzungsprozedur Es wird nun die hinsichtlich des
cache-oblivious-Modells effiziente Umsetzung der Prozedur DECOMPRESSEDGE, d. h. dieim
Kontext des cache-oblivious-Modells effiziente Berechnung der Sequenz R = Ry,..., R, =
C, beschrieben. Die Kante (R, C) wurde durch den (vorherigen) Schritt 2a um diejenigen
Punkte erginzt, die in der Region R\ C' liegen. Diese Punkte bzw. Kopien dieser Punkte
werden zunéchst bzgl. jeder Dimension ¢ sortiert und in entsprechenden Listen Ly, ..., Lg
gespeichert. Um ein Rechteck R in der Dimension 4,4z = mae(R) in die beiden Rechtecke

R und Ry aufzuteilen, wird anschliefsend die Liste L von dem zum Rechteck Ry gehd-

imam
renden Ende der Liste aus bis zum ersten Auftreten eines Punktes aus R; durchlaufen.!?
Wird dabei kein Punkt aus Ry traversiert (dann enthilt Ry keinen Punkt aus R\ C), so
wird das Rechteck R in T(R,C) durch R; ersetzt. Ansonsten werden die beiden Knoten

Ry und Ry an R angehingt, die traversierten Punkte aus der Liste L entfernt und die

geloschten Punkte zu dem Blatt Ry hinzugefiigt.
In beiden Féllen wird, wenn Ry # C gilt, der Aufteilungsprozess mit R; fortgefiihrt.

Zuvor miissen jedoch die aus der Liste L entfernten Punkte auch aus den Listen L;

Tmax
mit @ # imee entfernt werden. Da die Punkte in diesen Listen in beliebiger Reihenfolge
gespeichert sein konnen, wire das Entfernen der Punkte an dieser Stelle jedoch ineffizient.
Stattdessen wird eine Traversierung einer Liste L; bei einer der folgenden Zerlegungen
wie folgt erweitert: Bei jedem traversierten Punkt wird getestet, ob dieser in dem aktuellen
Rechteck Ry liegt. Liegt der Punkt in R, so wird er wie oben beschrieben aus der aktuellen
Liste geloscht und zu dem Blatt Ry hinzugefiigt. Ansonsten liegt der Punkt in R\ R und
wurde somit schon in einem vorherigen Schritt zu einem Blatt hinzugefiigt. Ein solcher

Punkt wird ohne weitere Aktionen aus L; entfernt.

%Das entsprechende Ende kann mit Hilfe des Rechtecks C' ohne weitere Speichertransfers identifiziert

werden.
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Insgesamt wird eine Liste durch die obigen Traversierungen nur einmal durchlaufen.
Fir das Durchlaufen aller Listen Lq,...,Lg werden also O(scan(|P N (R \ C)|)) Spei-
chertransfers bendtigt. Die Ersetzung aller komprimierten Kanten von 7" bendtigt dann
insgesamt O(sort(|P|)) Speichertransfers: Bei jeder Ersetzung einer komprimierten Kante
(R,C) durch einen Baum T'(R,C) miissen die Punkte aus R\ C zuerst sortiert werden.
Die durch diese Sortierung entstehenden Listen werden anschlieffend bei der Erstellung des
Baums T'(R, C) insgesamt einmal traversiert. Jeder der Punkte aus P nimmt also bei der
Ersetzung aller komprimierten Kanten insgesamt an konstant vielen Sortierschritten teil.
Die Ersetzung aller komprimierten Kanten von T, verursacht somit hchstens O(sort(|P]))
Speichertransfers.

Die Grofe des durch das obige Verfahren konstruierten Baums T betriagt O(|P|):
Die Groke des Baums TF betriigt, wie oben beschrieben, O(1/|P|). Bei der Ersetzung
einer komprimierten Kante (R, C) durch den Baum T'(R, C) werden pro Aufteilung eines
Rechtecks R in zwei Rechtecke Ry und Ry nur dann zwei neue Knoten hinzugefiigt, wenn
das Rechteck R mindestens einen Punkt enthélt. Durch die Ersetzung der komprimierten
Kanten in 7" kénnen somit hochstens O(| P|) neue Knoten hinzukommen. Insgesamt belegt

die Knotenliste des Baums demnach hochstens O('—g') Speicherblécke.

4.3.9 Lemma. Sei eine endliche nicht-leere Punktmenge P C R?, eine Box Ry mit P C
Ry und eine reelle Konstante a € [1—4—1d, 1) gegeben. Dann kann der Baum T" aus Algorith-
mus 4.4 unter Verwendung von (9(%) Speicherblicken mit O(sort(|P|)) Speichertransfers

konstruiert werden.

Konstruktion von 7’

Um den unvollstiandigen fairen Schnittbaum 7”7 von P aus T” zu erstellen, miissen in 7"
alle Knoten R mit RN P = () entfernt und alle Wege, die aus Knoten vom Grad 2 bestehen,
komprimiert werden. Dazu wird die Knotenmenge von T" traversiert. Wihrend der Tra-
versierung kann jedes Blatt, welches keine Punkt enthélt, identifiziert und als ,entfernen®
markiert werden. Enthélt das Blatt Punkte aus P, so erhélt es ,behalten” als Markierung.

Mittels der time-forward processing-Technik kann T anschliefend von den Blittern
aus zur Wurzel hin traversiert werden. Existiert zwischen zwei Knoten R; und Ry aus
T" eine Kante (Ry, Ra), so gilt Z?Zl [j(Rs) < Z;lzl l;(R1). Die fiir die Anwendung der
Technik benétigte topologische Sortierung der Knoten kann also wie zuvor durch einen
Sortierschritt erstellt werden, der die Knoten in absteigender Reihenfolge bzgl. der Summen
iiber ihre Seitenldngen sortiert. Bei der von den Blittern ausgehenden Traversierung kann
dann jeder Knoten mit ,behalten”, ,zusammenziehen* oder ,entfernen“ markiert werden, je
nachdem ob keins, eins oder beide seiner Kinder mit .entfernen” markiert sind. Zusétzlich
wird jeder Knoten, welcher nicht als ,entfernen“ markiert ist, mit einem Knoten K(R)
markiert. Dabei gilt K(R) = R, wenn R selbst als ,behalten markiert ist. Ansonsten
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gilt K(R) = K(R'), wobei R’ dasjenige der beiden Kinder von R ist, welches nicht die
Markierung ,entfernen“ tragt. Wahrend dieses Vorgangs konnen die Kinder R; und Ra
eines jeden als behalten markierten Knotens durch die entsprechenden Nachfolger K (R;)
und K (R») ersetzt werden.

In einem letzten Schritt werden alle als ,behalten* markierten Knoten aus der Knoten-
menge von 1" extrahiert. Da die Kanten implizit in den Knoten gespeichert sind, ist das
Ergebnis dieser Extraktion der gesuchte Baum 7”. Die Konstruktion von 7" mit Hilfe des
Baums 7" benotigt somit insgesamt O(sort(|P|)) Speichertransfers. Weiterhin belegt die
Knotenliste von 7" hichstens (’)(%) Speicherblécke.

Der konstruierte Baum 7" erfiillt alle an einen unvollstéindigen fairen Schnittbaum ge-
stellten Bedingungen: Fiir einen Knoten v sei R(v) das in dem Knoten v gespeicherte
Rechteck. Die durch einen Knoten v dargestellte Menge o (v) liegt vollstéindig in R(v). An-
hand des Konstruktionsverfahren lasst sich erkennen, dass die Knoten von 7" die an einen
unvollstdndigen fairen Schnittbaum gestellten Bedingungen erfiillen; insbesondere sind alle
Rechtecke mit Ausnahme des Startrechtecks durch faire Schnitte entstanden. Sequenzen
der Form R ~ R’ konnen durch das Expandieren von komprimierten Kanten und durch
das Entfernen ,leerer Blatter im letzten Schritt des gesamten Verfahrens entstehen. Da
fiir jedes Blatt v das Rechteck R(v) in einer Dimension vollstindig in einer Scheibe liegt,
gilt |o(v)] < |P]*. Damit ist das Lemma 4.3.3 bewiesen.

Da jeder faire Schnittbaum nach Lemma 4.3.1 auch ein fairer Aufteilungsbaum ist, er-

gibt sich das folgende Korollar:

4.3.10 Korollar. Sei eine endliche nicht-leere Punktmenge P C R? gegeben. Dann kann
unter Verwendung von O(%) Speicherblicken mit O(sort(|P|)) Speichertransfers ein fairer

Aufteilungsbaum T von P berechnet werden.

Fiir eine endliche nicht-leere Punktmenge P C R? lisst sich also mittels der Funktion
FAIRCUTTREE unter Verwendung von (’)(%) Speicherblécken und O(sort(|P|)) Speicher-
transfers ein fairer Schnitt- bzw. fairer Aufteilungsbaum 7" von P berechnen. Fiir das im
Folgenden beschriebene im Kontext des cache-oblivious-Modells effiziente Konstruktions-
verfahren einer WSPD von P muss jeder Knoten v eines solchen Baums noch um das
zugehorige Begrenzungsrechteck R(o(v)) ergénzt werden. Diese Erweiterung kann erneut
mit Hilfe der time-forward processing-Technik realisiert werden: In jedem Knoten v von T
ist das Rechteck R(v) gespeichert. Fiir einen (von der Wurzel verschiedenen) Knoten v aus
T gilt weiterhin Z;l:l L;(R(v)) < 2?21 1;(R(p(v))). Die Knoten aus T kénnen also wieder
topologisch sortiert und anschlieffend von den Blattern aus zur Wurzel hin durchlaufen
werden. Das Begrenzungsrechteck eines Blatts v aus T’ mit o(v) = {p},p € P, besteht aus
dem Punkt R(o(v)) = p. Fiir einen inneren Knoten v mit Kindern v, und v ist das Begren-
zungsrechteck R(o(v)) das kleinste Rechteck, welches R(o(v1)) und R(o(v2)) enthilt. Die
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Begrenzungsrechtecke kénnen somit wihrend dieser Traversierung effizient erstellt werden.

Der gesamte Vorgang benttigt O(sort(|P|)) Speichertransfers.

4.3.3 Konstruktion einer WSPD

In diesem Abschnitt wird ein hinsichtlich des cache-oblivious-Modells effizienter Algorith-
mus beschrieben, der mit Hilfe eines vorliegenden fairen Aufteilungsbaums T einer end-
lichen nicht-leeren Punktmenge P C R eine WSPD von P bzgl. eines Wertes s € Rt
berechnet. Der im Folgenden beschriebene Algorithmus stimmt zwar mit dem Algorithmus
von Govindarajan et al. [40] zur Konstruktion einer WSPD im I/0O-Modell tiberein, soll
jedoch an dieser Stelle der Vollstéindigkeit halber kurz beschrieben werden:

Sei dazu eine endliche nicht-leere Punktmenge P C R? und ein fairer Aufteilungsbaum
T von P gegeben. Aufgrund der obigen Bemerkung kann angenommen werden, dass in
jedem Blatt v von T' die Koordinaten des Punktes p € P mit o(v) = {p} und in jedem
inneren Knoten v das Begrenzungsrechteck R(o(v)) gespeichert sind. Analog zu Abschnitt
4.2.1 wird jedes Paar {A, B} der zu berechnenden Realisation durch Knoten v,w € T mit
o(v) = A und o(w) = B und nicht explizit durch die Punkte aus den Mengen A, B C P
dargestellt. Die berechnete Realisation R wird also insgesamt durch eine Menge Ry =
{{vi,w1},...,{vg, wr}} von Knotenpaaren {v;, w;} mit Knoten v;, w; € T reprasentiert.

Der Algorithmus zur Konstruktion einer WSPD simuliert die Berechnung einer bzgl. s
scharf getrennten Realisation von P® P mittels der Funktion COMPUTEW SR (Algorithmus
4.2) aus Abschnitt 4.2.1. Die Simulation besteht aus der Traversierung eines Graphen G
mit Hilfe der time-forward processing-Technik. Nach Govindarajan et al. [40] liegt die
Schwierigkeit bei Anwendung dieser Technik darin, dass die Kantenmenge von G nicht im
Voraus erstellt werden kann.

Der Graph G, dessen Traversierung zur Simulation der Berechnungen von COMPU-
TEWSR (Algorithmus 4.2) genutzt wird, ist wie folgt definiert: Die Eckenmenge von G
stimmt mit der Knotenmenge des fairen Aufteilungsbaums T {iberein. Fiir zwei Knoten vq
und vy existiert in G eine gerichtete Kante von v; nach vo, wenn es in einem Berechnungs-
baum T'({v,w}) mit {v,w} € R (siche Abschnitt 4.2.1) zwei Knoten (v1,w;) und (ve, ws)
gibt, so dass (vi,w;) der Vaterknoten von (v, w2) ist. Govindarajan et al. zeigen fiir den
so definierten Graphen die Giiltigkeit des folgenden Lemmas, auf dessen Beweis verzichtet

wird.
4.3.11 Lemma ([40]). Der Graph G ist ein gerichteter azyklischer Graph.

Die Berechnung einer WSPD von P mittels der Funktion COMPUTEWSR simulieren Go-
vindarajan et al. wie folgt: Fine Traversierung der Eckenmenge von G erméglicht es, jedes
Paar der Form {v,w} € R,w < v (siehe Algorithmus 4.2), in der Ecke v € G zu spei-
chern. Anschliefend wird die auf diese Weise verdnderte Eckenmenge von G in topologisch

sortierter Reihenfolge durchlaufen. Fiir jeden Knoten v € G werden dabei die in dem
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Knoten gespeicherten Paare traversiert. Bei jedem traversierten Paar {v,w}, w < v, wird
gepriift, ob o(v) und o(w) scharf getrennt sind. Ist dies der Fall, so wird das Paar {v,w}
zu der Menge R hinzugefiigt. Andernfalls seien (v/,w’) und (v”,w”) die beiden Kinder
des Knotens (v, w) in dem Berechnungsbaum, der den Knoten (v, w) enthélt (zu dem Kno-
ten (v, w) gibt es genau einen entsprechenden Berechnungsbaum). Nach Definition von G
existieren in G’ Kanten der Form (v, v’) und (v,v"”), da es in dem obigen Berechnungsbaum
Kanten von der Form ((v,w), (v,w")) und ((v,w), (v",w")) geben muss. Somit kann das
Paar {v/,w'} entlang der Kante (v,v") und das Paar {v”,w"} entlang der Kante (v,v")
ygesendet werden, um diese Paare zu den Mengen hinzuzufiigen, die jeweils in den Knoten

v' bzw. v” gespeichert sind.

Anstatt die Kantenmenge von G im Voraus zu berechnen, wird diese wihrend des
Ablaufs des im Folgenden beschriebenen Algorithmus erstellt. Die Kantenmenge von G
muss also fiir die obige Traversierung nicht von Anfang an vorliegen. In einem Vorverar-
beitungsschritt des Algorithmus wird die Knotenmenge von T' wie folgt erweitert: Zuerst
wird eine Postorder-Nummerierung der Knoten von T' berechnet. Anschliefend werden die
Knoten bzgl. der durch die Postorder-Nummerierung definierten ,,<“-Relation sortiert. Je-
dem Knoten v € T wird dadurch eine Nummer 7(v) zugeordnet, die dessen Position in
der sortierten Folge der Knoten beschreibt. Zusatzlich werden in jedem inneren Knoten
v € T die Nummern n(v1) und n(vz) seiner beiden Kinder v; und vy gespeichert. Zuletzt
erfolgt eine Sortierung der Knoten, bei welcher diese in absteigender Reihenfolge bzgl. ih-
rer zugehdrigen Nummern sortiert werden. Der Wurzelknoten r von T befindet sich nach
diesem Sortierschritt am Anfang der Knotenliste. Die Vorverarbeitungsphase verursacht
insgesamt hochstens O(sort(|P|)) Speichertransfers, da die Berechnung einer Postorder-
Nummerierung und das Kopieren der Nummern 7(v) eines Knotens v aus 7" in den Vater-
knoten von v mit Hilfe der time-forward processing-Technik realisiert werden kénnen, vgl.
Govindarajan et al. [40]. Des Weiteren wird die Knotenmenge von 7' zweimal sortiert, was

ebenfalls hochstens O(sort(|P|)) Speichertransfers verursachen kann.

Nach diesem Vorverarbeitungsschritt wird der Graph G traversiert. Dazu wird die Li-
ste der Knoten von 7' durchlaufen. Fiir jeden inneren Knoten aus 1" mit Kindern v und
w, w < v, wird bei dieser Traversierung ein Paar (v,w) mit Prioritdt n(v) in eine Prio-
ritdtswarteschlange @ eingefiigt. Nachdem alle Knoten in die Prioritdtswarteschlange Q)
eingefiigt wurden, werden die Knoten ihrem Auftreten nach bearbeitet und fiir jeden Kno-
ten v alle Paare der Form (v, w) aus @ entfernt. Fiir jedes Paar (v, w) wird dabei getestet,
ob o(v) und o(w) scharf getrennt bzgl. s sind. Ist dies der Fall, so wird das Paar (v, w) der
Menge Rp hinzugefiigt. Sind die Mengen nicht scharf getrennt, so besitzt v zwei Kinder
vy und ve. Gilt n(v1) > n(w), so wird ein Paar (vi,w) mit Prioritit n(v1) in die Priori-
tatswarteschlange @ eingefiigt. Andernfalls wird das Paar (w,v) mit Prioritat n(w) in @

eingefiigt. Auf die gleiche Weise wird mit dem zweiten Kind ve von v verfahren. Dieses Vor-
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gehen entspricht dem ,Senden“ der Paare {v1,w} und {vy, w} entlang der entsprechenden
Kanten von G.

Wie Govindarajan et al. [40] bemerken, ist der obige Algorithmus eine standardméfige
Anwendung der time-forward processing-Technik bis auf den Unterschied, dass jede Ecke
ihre direkten Nachfolger mittels der Informationen erzeugt, die sie durch ihre eingehenden
Kanten erhilt. Fiir eine mittels einer Ecke v erzeugte Ecke w gilt n(v) > n(w). Somit wird
jedes Paar der Form (v, w) zur Ecke w geschickt, bevor diese bearbeitet wird.

Alle Paare, die in die Prioritdtswarteschlange @ eingefiigt bzw. entfernt werden, korre-
spondieren mit Knoten in Berechnungsbdumen. Jedes dieser Paare wird hdchstens einmal
eingefiigt und einmal geldscht. Da die Grofe aller Berechnungsbaume hochstens O(|P|)
betragt (siehe Abschnitt 4.2.1), ist die Anzahl der insgesamt benétigten Operationen auf
der Prioritatswarteschlange durch O(|P|) begrenzt. Somit kann die Simulation der Funk-
tion COMPUTEWSR durch die Traversierung des Graphen G mit Hilfe von hdchstens
O(sort(|P|)) Speichertransfers realisiert werden. Nach Korollar 4.3.10 kann ein fairer Auf-
teilungsbaum von P mit O(sort(|P|)) Speichertransfers berechnet werden. Es ergibt sich

also das folgende Theorem:

4.3.12 Theorem. Sei eine endliche nicht-leere Punktmenge P C R? und eine Konstante
s € RT gegeben. Dann kann unter Verwendung von O(%) Speicherblocken mit O(sort(|P]))

Speichertransfers eine WSPD von P linearer Grifie berechnet werden.
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Kapitel 5

Konstruktion dunner

Spanner-Graphen

Dieses Kapitel handelt von im Kontext des RAM-, I/O- und cache-oblivious-Modell effi-
zienten Verfahren zur Konstruktion sogenannter ,diinn besetzter t-Spanner” fiir endliche
Punktmengen aus dem R?%. Wesentlicher Bestandteil aller Konstruktionsverfahren ist dabei

die im vorherigen Kapitel beschriebene WSPD-Datenstruktur.

In Hinblick auf diese Konstruktionsverfahren werden in Abschnitt 5.1 zunéchst einige
Begriffe eingefiihrt. In Abschnitt 5.2 wird anschlieffend ein allgemeines Verfahren zur Kon-
struktion von speziellen Spanner-Graphen beschrieben, welches unmittelbar zu effizienten
Algorithmen im RAM-, I/O- und cache-oblivious-Modell fiihrt. Der effiziente RAM- und
der effiziente 1/O-Algorithmus werden in Abschnitt 5.3 kurz erldutert. Der im Kontext des
I/O-Modells effiziente Algorithmus lésst sich direkt in das cache-oblivious-Modell iibertra-

gen. Dieser cache-oblivious-Algorithmus wird in Abschnitt 5.4 ausfiihrlich beschrieben.

5.1 Vorbemerkungen

Ein ungerichteter Graph G = (S, F) wird als geometrischer Graph bezeichnet, wenn die
Eckenmenge S eine endliche Punktmenge aus dem R? ist. Weiterhin wird ein gewichteter
geometrischer Graph G = (S, E), bei dem das Kantengewicht w(e) einer Kante e = {p, ¢} €
E dem euklidischen Abstand d(p, q) der beiden Endpunkte entspricht, als ein euklidischer
Graph bezeichnet. In einem euklidischen Graphen wird die Ldnge eines Weges pop1 . . . Pk

nicht durch die Anzahl k& der Kanten sondern durch die Summe

T
L

d(pi, pi+1)

s
I
o
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(a) AG) =1 (b) AG) =7 (€) AG) = V2

Abbildung 5.1: Drei euklidische Graphen mit Eckenmengen aus dem R? und jeweils zugehdriger
Dilatation A(G)

der Kantengewichte seiner Kanten definiert. Weiterhin ist fiir einen euklidischen Graphen
G = (S, F) die Graphdistanz dc(p,q) zweier Ecken p,q € S als die Lange des kiirzesten
Weges in G von p nach ¢ definiert, d.h.

k—1
5G(p7 Q) = Z d(piapi-i-l)v
=0

falls in G ein Weg von p nach ¢ existiert und pgop; ... py ein solcher Weg mit minimaler
Lange ist bzw.

dc(p, q) = oo,
falls in G kein Weg von p nach ¢ existiert.

Sei t > 1 eine reelle Konstante. Ein euklidischer Graph G = (S, E) wird als t-Spanner-
Graph (t-Spanner) fiiv S bezeichnet, wenn es fiir jedes Paar voneinander verschiedener
Ecken p, q € S einen Weg von p nach ¢ gibt, dessen Linge héchstens t-mal so groft wie der
Euklidische Abstand der beiden Ecken ist, d.h. wenn

da(p.q) < t-d(p,q)

gilt. Der minimale Wert ¢/, so dass ein euklidischer Graph G = (S, E) ein t’-Spanner fiir
seine Eckenmenge S ist, wird als die Dilatation A(G) von G bezeichnet; fiir diese gilt

demnach

A(G) = max { 55"(;1?’;)) | p,q € S,p# q} :

Da fiir zwei voneinander verschiedene Ecken p, g € S eines vollstdndigen euklidischen Gra-
phen G = (S, E) stets dg(p, q) = d(p, q) gilt, besitzen solche eine Dilatation von A(G) = 1,
vgl. Abbildung 5.1. Weiterhin wird ein ¢-Spanner G = (5, E) als dinn (besetzt) bezeichnet,
wenn die Anzahl der Kanten linear in der Anzahl der Ecken ist, d.h. wenn |E| € O(]S|)
gilt.

In der Literatur finden sich zahlreiche Algorithmen zur Konstruktion diinn besetzter
t-Spanner, welche jeweils fiir eine beliebige reelle Konstante ¢ > 1 und eine endliche Punkt-

menge S C R? einen diinn besetzten ¢-Spanner fiir S berechnen. Chen et al. [28] zeigten,
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dass die untere Schranke fiir die Berechnung eines beliebigen ¢-Spanners fiir eine gegebene
endliche Punktmenge S C R? und eine reelle Konstante ¢ > 1 im algebraischen Entschei-
dungsbaummodell Q(|S]|log|S]) ist. Diese Schranke wird von den von Salowe [55], Vaidya
[56] bzw. Callahan und Kosaraju [27]| entwickelten Algorithmen angenommen; jeder dieser
Algorithmen konstruiert einen entsprechenden diinn besetzten t-Spanner in einer Laufzeit
von O(|S]log |S]).

Zusatzlich zu der Forderung, dass die Anzahl der Kanten linear in der Anzahl der
Ecken sein muss, konnen weitere Aspekte bei der Konstruktion eines ¢-Spanners G = (5, E)
beriicksichtigt werden. Zu diesen zéhlen z. B. die Eigenschaft eines begrenzten Grades (d.h.,
dass der Grad einer jeden Ecke aus S durch eine globale Konstante beschriankt ist), die
Eigenschaft eines geringen Durchmessers (d.h., dass jeweils zwei verschiedene Ecken aus
S durch einen Weg verbunden werden kdnnen, welcher aus einer geringen Anzahl von
Kanten besteht) oder die Eigenschaft eines geringen Gewichts (d.h., dass die die Summe
aller Kantengewichte proportional zu dem Gewicht eines minimalen Spannbaums von S
ist). Fir eine Beschreibung dieser (im Folgenden unberiicksichtigten) Eigenschaften und
der entsprechenden Konstruktionsalgorithmen sei auf die Zusammenfassung von Eppstein

[36] verwiesen.

5.2 Allgemeines Verfahren

Im vorherigen Abschnitt wurde das Konzept von diinn besetzten t-Spannern eingefiihrt.
In diesem Abschnitt wird nun ein allgemeines Verfahren beschrieben, mit dessen Hilfe
fiir beliebiges reelles € > 0 ein diinn besetzter (1 + ¢)-Spanner einer gegebenen endlichen
Punktmenge S C R? konstruiert werden kann. Dieses allgemeine Konstruktionsverfahren
greift auf die im vorherigen Kapitel eingefithrte WSPD-Datenstruktur zuriick und basiert
auf den Arbeiten von Callahan und Kosaraju [25, 26].

Fiir das weitere Vorgehen sei S eine endliche Punktmenge aus dem R? und R =
{{A1,B1},...,{Ak, B} } eine bzgl. eines Wertes s > 0 scharf getrennte Realisation von
S ® S. Mit d(A;, B;) werde die minimale Distanz zweier Punkte a € A; und b € B; be-
zeichnet, d.h.

d(A;, B;) = aeg-l,lbIéBi d(a,b).
Fiir eine reelle Konstante £ > 0 bezeichne G(S, R, s, ) weiterhin die Menge aller euklidi-
schen Graphen G = (S, F), deren Kantenmenge E jeweils fiir jedes Paar {A;, B;} der bzgl.
des Wertes s scharf getrennten Realisation R von S ® S genau eine ungerichtete Kante
{@,b} mit a € A;, b € B; und
d(a,b) < (1+¢)d(A;, B;)

enthilt. Eine Kante {a,b} der obigen Form wird als eine e-approzimative Kante zwischen
A; und B; bezeichnet, vgl. Abbildung 5.2.
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Abbildung 5.2: Eine c-approximative Kante {@, b} zwischen zwei Punktmengen A; und B; (¢ > 0)

Fiir ein Paar {A;, B;} der Realisation R und zwei beliebige Punkte a,b mit a € A; und
b € B; ergibt sich die folgende Abschétzung:

5.2.1 Lemma ([25, 26]). Sei S eine endliche Punktmenge aus dem R? und R = {{A;, B1},
s {Ak, Bi}} eine bzgl. eines Wertes s > 0 scharf getrennte Realisation von S ® S. Dann
gilt

4
d(a, b) S (1 + *) . d(A“ Bl),
s
wobei {A;, Bi} € R ein Paar der Realisation und a bzw. b ein Punkt aus A; bzw. B; ist.

Beweis. Seien @ € A; und b € B; zwei Punkte mit d(a,b) = d(4;, B;). Da A; und B;
bzgl. s scharf getrennt sind, gibt es zwei d-Kugeln K; und Ky mit Radius r > 0, so dass
A; € K1, B; C Ky und d(K1, Ks) > sr gilt. Fiir die beiden Punkte @ und b folgt somit

4r =45 < %d(d, b) und demnach insgesamt
_ _ _ 4 _
d(a,b) < d(a,a)+d(a,b) +d(b,b) <2r+d(a,b)+2r < (1+ ;) -d(a,b). 0

Das allgemeine Verfahren zur Konstruktion eines diinn besetzten (1 + ¢)-Spanners von S
wird durch das folgende Lemma vorbereitet. Der Beweis dieses Lemmas macht von den
Eigenschaften der Realisation R Gebrauch, aufgrund derer zu jedem ungeordneten Paar
{a,b} mit a,b € S und a # b genau ein Paar {A;, B;} der Realisation existiert, so dass
{a, b} in dem Interaktionsprodukt A;® B; von A; und B; enthalten ist, vgl. Kapitel 4. Diese
,Uberdeckungseigenschaft“ der Realisation im Verbund mit der Forderung, dass die Paare

{4;, B;} der Realisation jeweils bzgl. s scharf getrennt sind, fithrt zu folgendem Ergebnis:

5.2.2 Lemma (|25, 26]). Seien ¢ > 0 und s > 0 zwei reelle positive Konstanten, S
eine endliche Punkimenge aus dem RY, R = {{A1, B1}, ..., {Ag, Br}} eine bzgl. s scharf
getrennte Realisation von S ® S und G = (S, E) ein Graph aus G(S,R,s,e). Gilt s > 4,
so existiert zu jedem Paar {a,b} mit a,b € S und a # b ein Weg in G von a nach b, dessen

Linge hochstens
1+e¢

Tog51 4@

betrdgt.
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Beweis. Callahan und Kosaraju [25, 26] beweisen diese Aussage, indem sie eine rekursive
Prozedur zur Konstruktion eines Weges zwischen den Punkten a und b angeben und an-
schlielsend beweisen, dass der so konstruierte Weg hochstens die angegebene Lange besitzt.
Dieser Beweis entspricht der folgenden Induktion iiber die euklidischen Abstédnde zwischen
Punkten aus S:

I.A.: Sei {a,b} ein Paar von Punkten aus S mit a # b und minimalem euklidischen
Abstand d(a,b). Aufgrund der Eigenschaften der Realisation R existiert genau ein Paar
{A;, B;} der Realisation R mit {a,b} € A; ® B;. Weiterhin enthélt £ nach Definition von
G(S,R, s, ) genau eine e-approximative Kante {a,b} zwischen A; und B; mit a € A; und
b € B;. Fiir die beiden Endpunkte @ und b dieser Kante muss @ = a und b = b gelten:
Da A; und B; bzgl. s scharf getrennt sind, gibt es zwei d-Kugeln K; und K mit Radius
r >0, so dass A; C K1, B; C Ky und d(K1, K3) > sr gilt. Wiirde nun a # a gelten, so

ware aufgrund von s > 4 und
d(a,a) <2r < sr <d(a,b)

der Euklidische Abstand zwischen a und a echt kleiner als der zwischen a und b, im Wi-
derspruch zur Minimalitiit von d(a,b). Analog folgt b = b. Die Kante {a,b} = {a, b} muss
somit in F enthalten sein. Es existiert demnach in diesem Fall trivialerweise ein Weg in G
von a nach b, dessen Lange hochstens

14¢
< - =
da,b) < 1—4s71

-d(a,b)
betragt.

I.S.: Sei nun ein beliebiges Paar {a, b} mit a,b € S und a # b gegeben. Analog zu obiger
Argumentation existiert zu diesem ein Paar {4;, B;} der Realisation R mit {a,b} € A;®B;
und eine e-approximative Kante {a,b} € E zwischen A; und B; mit @ € A; und b € B;.

Ebenso gilt aufgrund von s > 4 wieder
d(@,a) < 2r < sr <d(a,b) bzw. d(bb) <2r < sr<d(a,b),

wobei r > 0 eine entsprechende Konstante ist. Da der Euklidische Abstand zwischen a
und a bzw. zwischen b und b echt kleiner ist als der zwischen a und b, kann induktiv
angenommen werden, dass es zwischen @ und a bzw. zwischen b und b einen Weg in G gibt,

dessen Linge hochstens

1+e¢ _ 1+¢ =
m . d(a, a) bzw. m . d(b, b)
betriigt. Aufgrund von d(a,b) < (1 +¢)-d(A4;, B;) < (1 +¢) - d(a,b) existiert demnach

insgesamt ein Weg in G von a nach b mit einer Lénge von maximal

1+4+¢

(1+€)'d(a,b)+m

(d(a,a) + d(b,b)),



100 KAPITEL 5. KONSTRUKTION DUNNER SPANNER-GRAPHEN

Abbildung 5.3: Ein Weg in G von a nach b mit einer euklidischen Linge von maximal

1712';,1 -d(a,b). Der Weg von a nach @ bzw. der Weg von b nach b besitzt eine euklidische Linge

von hichstens 2t - d(a, @) baw. 1=+ - d(b, b)

vgl. Abbildung 5.3. Da A; und B; bzgl. s scharf getrennt sind, gilt weiter

2 2-d(a,b - 2 2.d(a,b
d(a,c‘l)§2r:f§§“’) bzw. d(b,b)gzr::S<§“’).

Der Weg in G von a nach b besitzt somit maximal eine Linge von

(1+s)-d(a,b)+%(d(a,a)+d(b,6)) < (1+s)-d(a,b)-(1+ms>
= (1+5)~d(a,b)-si4
1+¢
= a1 dad) O

Sei nun G = (S, F) ein euklidischer Graph mit einer Kantenmenge E, welche fiir jedes
Paar {A;, B;} der Realisation R eine Kante {a;,b;} mit a; € A; und b; € B; enthélt. Fiir
s = ce~! mit ¢ > 8 + 4¢ ist G dann ein (1 + £)-Spanner von S:

5.2.3 Theorem ([25, 26]). Seien ¢ > 0 und ¢ > 0 zwei reelle positive Konstanten mit
c > 8+ 4e, S eine endliche Punktmenge aus dem R?, R = {{Ay, B1},...,{Ay, Bi}} eine
bzgl. s = ce=! scharf getrennte Realisation von S ® S und G = (S, E) ein euklidischer
Graph mit einer Kantenmenge E, die fiir jedes Paar {A;, B;} € R eine Kante {a;, b;} mit
a; € A; und b; € B; enthalt. Dann ist der Graph G ein (1 + €)-Spanner von S.

Beweis. Nach Lemma 5.2.1 gilt G € G(S, R, ce™1,4ec™!). Zu einem beliebigen Paar {a, b}

mit a,b € S und a # b existiert demnach aufgrund von Lemma 5.2.2 ein Weg in G von a

nach b, dessen Liange hochstens

1+4c1e
1—4c e

betragt. Mit ¢ > 8 4 4¢ folgt dann
1+4cte 4 4 -
—— -d(a,b) < |1 el (1= : -d(a,b
1—4c e SR ( T3 +4e 8) ( 8 +4e 8) (a,5)

- (1+552) (1-552) e

2+ 2¢

d(a,b)
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Durch das obige Theorem ergibt sich ein allgemeines Verfahren zur Konstruktion eines
(1 + ¢)-Spanners G = (S, E) einer endlichen Punktmenge S C RY, wobei ¢ > 0 eine
beliebige positive reelle Konstante ist. Dieses Verfahren besteht aus den beiden folgenden
Schritten, vgl. |25, 26]:

(1) Konstruktion einer WSPD D = (T, R) fiir die Punktmenge S bzgl. s = ce~!, wobei

¢ > 8 + 4e¢ eine reelle Konstante ist.

(2) Fiir jedes Paar {A;, B;} der Realisation R = {{A1, B1},. .., {Ag, Br}} muss eine Kante
{a;,b;} mit a; € A; und b; € B; der (zu Beginn leeren) Kantenmenge F hinzugefigt

werden.

Zu beachten ist hierbei, dass durch diese Vorgehensweise zwar ein (1+4¢)-Spanner G = (S, E)
von S konstruiert wird, dieser im Allgemeinen jedoch nicht diinn besetzt ist — die Anzahl
der Kanten aus F ist also im Allgemeinen nicht linear in der Anzahl der Punkte aus S.
Zur Konstruktion eines diinn besetzten (1 + ¢)-Spanners muss die Grofe der im ersten
Schritt berechneten WSPD linear in der Anzahl der Punkte sein, d.h. es muss k € O(|S])
gelten. Die Existenz einer solchen WSPD linearer Gréfe und somit die Existenz eines diinn
besetzten (1 + ¢)-Spanners von S ist aufgrund der Ergebnisse von Callahan und Kosaraju
[25, 27| gesichert, vgl. Kapitel 4. Weiterhin ist die effiziente Berechnung einer entspre-
chenden WSPD linearer Gréfe und somit die effiziente Konstruktion eines diinn besetzten
(1+4¢)-Spanners von S zumindest im RAM-, I/O- und cache-oblivious-Modell nach Kapitel
4 moglich.

In den beiden folgenden Abschnitten werden die im RAM-, I/O- und cache-oblivious-
Modell effizienten Algorithmen zur Konstruktion eines diinn besetzten (1 4 ¢)-Spanners

einer gegebenen endlichen Punktmenge S C R? niher erliutert.

5.3 Konstruktionsverfahren im RAM- und I/0O-Modell

Es werden nun die beiden im RAM- bzw. I/O-Modell effizienten Algorithmen besprochen,
welche sich direkt aus dem obigen allgemeinen Konstruktionsverfahren ergeben. Der im
RAM-Modell effiziente Algorithmus zur Konstruktion eines diinn besetzten (1+¢)-Spanners
ciner endlichen Punktmenge aus dem R? basiert, wie auch das obige allgemeine Vorgehen,
auf den Arbeiten von Callahan und Kosaraju |25, 26]. Der entsprechende im Kontext des
I/O-Modells effiziente Konstruktionsalgorithmus stammt von Govindarajan et al. [40].
Im ersten Teil dieses Abschnitts werden der RAM- und der I/O-Algorithmus erldu-
tert. Dabei wird nur kurz auf den I/O-Algorithmus eingegangen wird, da dieser die (iden-
tisch iibernommene) Vorlage fiir den im néchsten Abschnitt ausfiihrlich diskutierten cache-
oblivious-Konstruktionsalgorithmus bildet. Im zweiten Teil dieses Abschnitts werden unte-
re Schranken fiir die Komplexitit der Konstruktion von (1 + ¢)-Spannern im RAM- bzw.

I/O-Modell angegeben, durch welche die Optimalitdt beider Algorithmen gezeigt wird.
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Funktion CONSTRUCTSPANNER-RAM(S,¢)

Eingabe: Eine endliche Punktmenge S aus dem R? und eine reelle Konstante ¢ > 0.
Ausgabe: Ein (1 + £)-Spanner G = (S, E) von S mit |E| € O(]S9)).
1: E=0
2: Berechne mit Hilfe des Algorithmus aus Abschnitt 4.2.1 eine WSPD D =
(T, {{A1,B1},...,{Ak, Bx}}) von S bzgl. des Wertes s = cc~!, wobei ¢ > 8 + 4e eine
reelle Konstante ist.
for i=1to k do
Sei {a;, b;} ein beliebiges Paar mit a; € A; und b; € B;.
E=FEU{a;b;}
end for

return G = (S, F)

Algorithmus 5.1: Konstruktionsalgorithmus im RAM-Modell, vgl. [25, 26]

5.3.1 Algorithmen

Die Funktion CONSTRUCTSPANNER-RAM (Algorithmus 5.1) berechnet fiir eine endliche
Punktmenge S C R? einen (1+¢)-Spanner G = (S, E) von S mit |E| € O(|S]). Die Analyse
dieser Funktion im RAM-Modell wird durch das folgende Theorem gegeben:

5.3.1 Theorem ([25, 26]). Sei eine endliche Punktmenge S C R und eine reelle Kon-
stante € > 0 gegeben. Dann kann mit Hilfe der Funktion CONSTRUCTSPANNER-RAM
(Algorithmus 5.1) in einer Laufzeit von O(|S|log|S| +e=%|S|) = O(|S|log|S|) ein (1+¢)-
Spanner G = (S, E) von S mit |E| € O(s=-|S|) = O(|S|) konstruiert werden.

Beweis. Die Berechnung der WSPD von S bzgl. s = ce™! in Zeile 2 der Funktion CON-
STRUCTSPANNER-RAM kann mit Hilfe des Algorithmus aus Abschnitt 4.2 in einer Laufzeit
von O(|S|log |S|+5%-|S]) = O(|S|log |S|+&~%-|S|) vollzogen werden. Fiir die Groke k der
WSPD gilt dabei k € O(e~% - |S|), d.h. die Groke der WSPD ist linear in der Anzahl der
Punkte von S. Ein Paar {A;, B;} der Realisation wird weiterhin durch ein Paar {v;,w;}
von Knoten des zugehorigen fairen Aufteilungsbaums T dargestellt, vgl. Abschnitt 4.2.
Um die beiden Reprisentanten a; € A; und b; € B; in Zeile 4 effizient auswéhlen zu
konnen, kann bei der Konstruktion von T jeweils fiir jeden Knoten v € T mit o(v) = AC S
ein Punkt a € A in v explizit gespeichert werden. Der Speicherplatzbedarf eines auf diese
Weise modifizierten fairen Aufteilungsbaums sowie die Laufzeit zur Konstruktion eines sol-
chen verdndert sich dadurch asymptotisch gesehen nicht. Die Erstellung der Kantenmenge
E (Zeilen 3 — 6) kann somit durch eine Traversierung der die Realisation darstellenden
Liste {{v1,w1},...,{vk, wx}} umgesetzt werden, welche insgesamt in einer Laufzeit von
O(k) € O(e=% - |S|) méglich ist. Der Algorithmus besitzt somit eine Gesamtlaufzeit von
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O(|S|1og |S| +e~%S|). Die Korrektheit des Algorithmus ergibt sich aus Theorem 5.2.3 und
der linearen Grofle der berechneten WSPD. O

Wie Callahan und Kosaraju bemerken, kann die Anzahl der Kanten eines durch die Funkti-
on CONSTRUCTSPANNER-RAM konstruierten (1+¢)-Spanners um den Faktor % verringert
werden, wodurch sich die Laufzeit allerdings um den Faktor log % vergrébert. Auf diese und
weitere Verfeinerungen soll an dieser Stelle jedoch nicht weiter eingegangen werden.

Der im I/O-Modell effiziente Konstruktionsalgorithmus von Govindarajan et al. [40]
berechnet ebenso zunichst eine WSPD bzgl. s = ce ™! mit ¢ > 8+4¢ und wihlt anschlieRend
fiir jedes Paar {A;, B;} der WSPD eine Kante {a;,b;} mit a; € A; und b; € B; aus. Um
die Reprasentanten a; und b; auszuwihlen, wenden Govindarajan et al. die time-forward
processing-Technik (siehe Kapitel 4) an. Da diese Vorgehensweise von dem im néchsten
Abschnitt besprochenen cache-oblivious-Algorithmus exakt iibernommen wird, sei hier nur

das Gesamtergebnis im 1/0O-Modell gegeben und auf weitere Ausfithrungen verzichtet:

5.3.2 Theorem ([40]). Sei eine endliche Punktmenge S C R? und eine reelle Konstante
e > 0 gegeben. Dann kann ein (1 4 €)-Spanner G = (S, E) von S mit |E| € O(|S|) unter
Verwendung von O(sort(|S|)) 1/O-Operationen berechnet werden.

5.3.2 Untere Schranken

Die Optimalitét der gerade genannten Verfahren ergibt sich mittels der beiden folgenden
Theoreme. Kernidee der Beweise dieser Theoreme ist die Transformation des Elementein-
deutigkeitsproblems [52] auf das Problem der Konstruktion eines (1 + ¢)-Spanners fiir die
entsprechende Punktmenge, wodurch sich jeweils die fiir das Elementeindeutigkeitsproblem

gezeigten unteren Schranken [10, 52] auf die beiden Konstruktionsprobleme iibertragen.

5.3.3 Theorem ([28]). Sei eine endliche nicht-leere Punktmenge S C RY und eine reelle
Konstante € > 0 gegeben. Dann bendtigt die Berechnung eines beliebigen (1 + ¢)-Spanners

von S im algebraischen Entscheidungsbaummodell mindestens Q(|S|log |S|) Zeit.

Auf den Beweis dieses Theorems wird hier verzichtet. Exemplarisch wird stattdessen der

Beweis des entsprechenden Ergebnisses im 1/0O-Modell durchgefiihrt:

5.3.4 Theorem ([40]). Sei cine endliche Punktmenge S C R? und eine reelle Konstante
e > 0 gegeben. Dann werden mindestens Q(sort(|S|)) I/O-Operationen zur Berechnung
eines (1 + ¢)-Spanners G = (S, E) von S mit |E| € O(|S]) bendtigt.

Beweis. Sei G = (S, FE) ein (1 4 €)-Spanner von S = {pi1,...,py) mit |E| € O(|5)).
Dieser miisste fiir jedes Paar p;,p; mit p; = p; und i # j die Kante {p;, p;} enthalten.
Mittels einer Traversierung der Kantenmenge E von G konnte somit mit O(scan(]S|))

I/O-Operationen entschieden werden, ob alle Punkte in S paarweise verschieden sind.
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Koénnte nun ein solcher Graph in o(sort(]S|)) I/O-Operationen berechnet werden, so wére
das Elementeindeutigkeitsproblem unter Verwendung von o(sort(|S|)) 1/O-Operationen
losbar, was jedoch der fiir dieses Problem gezeigten unteren Schranke von (sort(]S]))
I/O-Operationen [10] widerspricht. O

Zu beachten ist noch folgender Sachverhalt: Bei der Bearbeitung von Punktmengen aus
dem R? wird in der algorithmischen Geometrie oft die Annahme getroffen, dass alle Punkte
paarweise verschieden sind. Fiir diese Art von Punktmengen funktioniert der obige Beweis
nicht. Diese Fille werden deshalb von Chen et al. [28] und Govindarajan et al. [40] gesondert
betrachtet.

Bei den Konstruktionsalgorithmen im RAM- und I/O-Modell handelt es sich also um
asymptotisch optimale Algorithmen. Die untere Schranke fiir das I/O-Modell tbertragt

sich weiterhin direkt auf das cache-oblivious-Modell.

5.4 Konstruktionsverfahren im Cache-Oblivious-Modell

Der 1/O-effiziente Algorithmus von Govindarajan et al. [40] lasst sich direkt in das cache-

oblivious-Modell {ibertragen:

5.4.1 Theorem. Sei eine endliche Punktmenge S C R® und eine reelle Konstante ¢ > 0
gegeben. Dann kann ein (1 + €)-Spanner G = (S, E) von S mit |E| € O(|S|) unter Ver-

wendung von O(sort(|S])) Speichertransfers berechnet werden.

Beweis. Analog zu Govindarajan et al. bzw. in Anlehnung an das allgemeine Verfahren
wird fiir die Konstruktion von G zunéchst eine WSPD D = (T, {{A1, B1},...,{Ak, Bx}})

L' mit ¢ > 84 4¢ berechnet. Die Realisation wird dabei durch eine Liste

von S bzgl. s = ce™
Ry = {{vi,w1},...,{vk, wx}} von Knotenpaaren mit Knoten v;,w; € T dargestellt, vgl.
Kapitel 4. Anschliefend wird fiir jedes Knotenpaar {v;, w;} € Ry eine Kante {r(v;), r(w;)}
mit 7(v;) € A; und r(w;) € B; ausgewéhlt und der anfangs leeren Kantenmenge E hinzu-
gefiigt.

Die Berechnung der WSPD verursacht nach Abschnitt 4.3 hochstens O(sort(|S])) Spei-
chertransfers. Dabei ist die Grofe k der WSPD linear in der Anzahl der Punkte aus S. Die
Auswahl einer Kante {r(v;), r(w;)} fiir jedes Knotenpaar {v;, w;} € Ry gelingt wie auch im
[/O-Modell mit Hilfe der time-forward processing-Technik: Die Knoten des fairen Auftei-
lungsbaums T' kénnen dazu, wie am Ende des Kapitels 4 beschrieben, topologisch sortiert
und anschliefend von den Blittern aus zur Wurzel hin durchlaufen werden. Im Zuge dieser
Traversierung kann fiir jeden Knoten v von T ein Reprisentant r(v) € o(v) ausgewéhlt
und im Knoten v gespeichert werden. Ein Blatt v € T mit o(v) = p € S erhélt dabei
den schon in v gespeicherten Punkt p und jeder innere Knoten v € T einen der beiden
Représentanten seiner Kinder als Représentant r(v). Die Auswahl aller Reprisentanten

kann somit mit O(sort(]S|)) realisiert werden.
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Um die Kantenmenge E zu erstellen, wird zunéchst durch eine Traversierung der Kno-
tenmenge von 1" eine Liste L erstellt, welche fiir jeden Knoten v € T einen Eintrag der
Form (v,r(v)) enthélt. Die Liste L sowie die Liste Ry der Knotenpaare werden anschlie-
Bend jeweils bzgl. der ersten Komponente sortiert und nach dieser Sortierung simultan
durchlaufen. Bei diesem Durchlauf kénnen die ersten Komponenten v; aller Listeneintrige
von Rp durch die Représentanten r(v;) ersetzt werden. Entsprechend kénnen die zweiten
Komponenten w; von Ry durch die Reprisentanten r(w;) ersetzt werden. Die Kantenmen-
ge E besteht nach Ausfithrung dieser Schritte aus den Eintrégen der Liste Rr. Insgesamt

werden durch diesen Vorgang O(sort(]S|)) Speichertransfers verursacht. O
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Kapitel 6

Ausdinnung dichter

Spanner-Graphen

Im vorherigen Kapitel wurde die Konstruktion von diinn besetzten (1 + ¢)-Spannern fiir
endliche Punktmengen aus dem R? behandelt und gezeigt, wie diese im Kontext des RAM-,
I/O- bzw. cache-oblivious-Modell effizient berechnet werden kénnen. Dieses Kapitel befasst
sich mit einem mit der Konstruktion solcher Spanner-Graphen verwandten Problem — der
sogenannten ,Ausdiinnung dichter Spanner-Graphen®.

Das Kapitel ist wie folgt aufgebaut: In Abschnitt 6.1 wird der Begriff des ,,Ausdiinnens"
von Spanner-Graphen prézisiert. In Abschnitt 6.2 wird ein allgemeines von Gudmundsson
et al. |44] vorgestelltes Verfahren beschrieben, mit dessen Hilfe ein ¢-Spanner (t > 1)
ausgediinnt werden kann. Dieses allgemeine Verfahren fithrt mit Hilfe der effizienten Be-
rechnung der in Kapitel 4 vorgestellten WSPD-Datenstruktur unmittelbar zu effizienten
Algorithmen im RAM- und I/0O-Modell. Diese beiden Ausdiinnungsalgorithmen werden in
Abschnitt 6.3 kurz erldutert. In Abschnitt 6.4 wird der I/O-effiziente Ausdiinnungsalgo-
rithmus in das cache-oblivious-Modell iibertragen. Diese Ubertragung ist das Kernanliegen

des Kapitels.

6.1 Vorbemerkungen

Ein Teilgraph G’ eines gegebenen euklidischen Graphen G = (S, F) mit konstanter Dila-

tation ¢t > 1 ist ein ¢’-Spanner von G, wenn

6G'(p7 Q) S t/ : 5G(p7 q)

fiir alle Punkte p,q € S gilt. Ein diinn besetzter ¢’-Spanner eines euklidischen Graphen
G = (S, F) mit konstanter Dilatation ¢ > 1 ist demnach ein t'-Spanner G’ = (S, E’) von
G mit |[E'| € O(|9]).

107
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Das Ziel der in Kapitel 5 vorgestellten Algorithmen war jeweils die Konstruktion eines
diinn besetzten (1 + €)-Spanners fiir eine endliche Punktmenge S aus dem R? und eine
beliebige reelle Konstante € > 0. Die mittels dieser Konstruktionsalgorithmen berechneten
Spanner-Graphen besitzen jeweils eine in der Anzahl der Ecken lineare Anzahl von Kanten.
Allgemein kann ein (beliebiger) Spanner-Graph jedoch superlinear viele Kanten besitzen.

Der vollstandige euklidische Graph einer endlichen Punktmenge besitzt z. B.

(5) e ouse)

Kanten. Ein euklidischer Graph mit einer superlinearen Anzahl von Kanten wird im Fol-
genden als dicht bezeichnet. Das Ziel der in diesem Kapitel vorgestellten Algorithmen ist
es, einen gegebenen (dichten) euklidischen Graphen G = (S, E) mit konstanter Dilatation
t > 1 auszudiinnen, d.h. einen diinn besetzten (1 + ¢)-Spanner G’ = (S, E’) von G zu kon-
struieren. Aufgrund der konstanten Dilatation des urspriinglichen Graphen ist ein solcher
diinn besetzter Teilgraph G’ insgesamt ein (¢(1 4 ¢))-Spanner der Eckenmenge S.

Der greedy-Algorithmus [33, 42| kann zur Ausdiinnung eines gegebenen (dichten) ¢-
Spanners G = (S, F) genutzt werden. Wie Gudmundsson et al. [44] bemerken, besitzt
dieser jedoch im RAM-Modell eine Laufzeit von Q(|E|log|S|). Ein im Kontext des RAM-
Modells effizienterer Algorithmus zur Ausdiinnung eines solchen t-Spanners ist der von
Gudmundsson et al. [44] vorgestellte Ausdiinnungsalgorithmus, welcher einen entsprechen-
den diinn besetzten Teilgraphen in einer Laufzeit von O(|E|+ |S|log |S|) berechnet. Kern-
komponente dieses Algorithmus ist die in Kapitel 4 vorgestellte WSPD-Datenstruktur.
Weiterhin bildet dieser Algorithmus die Vorlage fiir den im I/O-Modell effizienten Algo-
rithmus von Gudmundsson und Vahrenhold [45], welcher fiir die Berechnung eines diinn
besetzten (1 + €)-Spanners G’ von G insgesamt O(sort(|E|)) I/O-Operationen bendotigt.

Im Rest dieses Kapitels wird dieses I/O-effiziente Verfahren in das cache-oblivious-
Modell iibertragen. Dazu wird im n#chsten Abschnitt zunéchst ein allgemeines auf den
Arbeiten von Gudmundsson et al. [44] basierendes Verfahren zur Ausdiinnung eines t-
Spanners gegeben, welches unmittelbar zu den im RAM-, I/O- und cache-oblivious-Modell

effizienten Algorithmen fiihrt.

6.2 Allgemeines Verfahren

Zur Beschreibung des allgemeinen Verfahrens sei eine endliche Punktmenge S C R?, ein
t-Spanner G = (S, E) mit ¢ > 1 und eine reelle Konstante ¢ > 0 gegeben. Das Ziel des
Verfahrens besteht in der Ausdiinnung des Graphen G, d.h. in der Konstruktion eines
(14 ¢)-Spanners G' = (S, E’) von G mit |E'| € O(]S]).

Die grundlegende Idee des Verfahrens ist die Konstruktion einer Approzimation der

Kantenmenge E von G. Eine Approximation von E bzgl. eines Wertes s € RT ist eine
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q
\§£2/8) -d(a;, b;)
a; b;
o\p
< (2/s) - d(ai, by)

Abbildung 6.1:  Approximatives* Paar {a;, b;} fiir eine Kante {p,q} € E, vgl. [44]

Menge P = {{a1,b1},...,{am,bm}} von m > 1 Paaren mit a;,b; € R%, 1 < j < m, so dass
fiir jede Kante {p,q} aus E ein Index ¢ € {1,..., m} existiert mit

(1) d(p,a;) < (2/s)-d(a;,b;) und d(q,b;) < (2/s) - d(a;, b;) oder
(i) d(p,b;) < (2/s)-d(a;,b;) und d(q,a;) < (2/s) - d(ai,b;).

Durch die beiden Bedingungen (i) und (ii) wird also gefordert, dass es zu jeder Kante {p, ¢}
aus E ein ,approximatives‘ Paar {a;,b;} in P gibt, vgl. Abbildung 6.1.

Seien nun eine solche Approximation P = {{ai,b1},...,{am,bm}} (m > 1) von E
bzgl. eines Wertes s € R* und m anfangs leere Listen Cj,...,C,, gegeben. Aufgrund
der Eigenschaften der Approximation P existiert fiir jede Kante {p,q} € E ein Index
i €{1,...,m}, so dass fiir diesen eine der beiden obigen Bedingungen erfiillt ist. Fiir jede
Kante aus E sei ein solcher Index ¢ fest gewdhlt und die Kante der Liste C; hinzugefiigt.
Mit Hilfe dieser Listen kann anschliefend der Graph G’ = (S, E’) erstellt werden, dessen
Kantenmenge E’ genau eine Kante aus jeder der nicht-leeren Listen C1,...,C,, enthilt.
Bei Wahl von s = 1((1 +¢)(8t +4) + 4) folgt, dass G’ ein (1 + £)-Spanner von G ist:

&

6.2.1 Lemma ([44]). Gilt s = L1((1+¢)(8t+4) +4), so ist der obige Graph G' = (S, E')
ein (14 €)-Spanner von G.

Beweis. Es ist zu zeigen, dass es fiir jede Kante {p, ¢} aus E einen Weg in G’ von p nach
q gibt, dessen Lange hochstens (14 ¢) - d(p, ¢) betrdgt. Gudmundsson et al. beweisen dies
induktiv iiber die Lange der Kanten in E:

I.A.: Sei {p,q} eine Kante in E mit minimaler Linge. Fiir diese Kante existiert ein
Index ¢ € {1,...,m} mit {p,q} € C;. Weiterhin ist fiir diese Kante und den Index i
eine der beiden obigen Bedingungen erfiillt. O.B.d. A. kann angenommen werden, dass die
Bedingung (i) erfiillt ist und somit d(p,a;) < (2/s) - d(a;, b;) und d(q,b;) < (2/s) - d(a;, b;)
gilt. Die Kantenmenge E’ von G’ enthélt genau eine Kante {x, y} aus der nicht-leeren Liste
C;. Fiir diese gelte wiederum o.B.d. A. die Bedingung (i) (ansonsten kénnen die Rollen von
x und y vertauscht werden). Da G ein t-Spanner ist, existiert ein Weg zwischen p und x

und es gilt

da(p,x) <t-d(p,x) <t-(dp,a;)+d(a;,z)) < (4t/s) - d(ai, b;).
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Weiterhin folgt aus Bedingung (i)

was dquivalent zu
S

s—4

d(a;, b;) < ~d(p, q)

€

ist. Nach Wahl von s gilt s =4 - <@(2t +1) + %) > 4(t + 1) und somit

4t s 4t

<7 . = — .
Oc(p,z) < ——— - d(p.q) = — - d(p.q) < d(p.q)

Die Lénge einer jeden Kante auf dem Weg von p nach x ist also echt kleiner als d(p, ¢). Da
d(p,q) nach Voraussetzung minimal ist, muss demnach p = x gelten. Analog kann ¢ =y
gezeigt werden. Die Kante {p, ¢} muss also in der Kantenmenge E’ enthalten sein; es gilt
somit ¢ (p,q) = d(p,q) < (1+¢)-d(p,q).

I.S.: Sei nun {p,q} eine beliebige Kante aus F. Induktiv kann angenommen werden,
dass d¢gr (u,v) < (1+¢€)-d(u,v) fiir alle Kanten {u,v} € E mit d(u,v) < d(p, q) gilt. Analog
zum obigen Vorgehen gibt es fiir die Kante {p, ¢} einen Index i mit {p,q} € C; und eine
Kante {z,y} € C; mit {z,y} € E'. Fiir beide Kanten gelte wieder o.B.d. A. die Bedingung

(i). Erneut folgt
4t
d6(p,z) < — - d(p,q) <d(p,q).
Alle Kanten auf dem Weg von p nach z in G besitzen also eine Linge, die echt kleiner als

d(p, q) ist. Induktiv ergibt sich also

4t
s—4

dcr(p, ) < (1 +¢)-dg(p,z) < (1+¢) -d(p, q).

Entsprechend kann

4t
s—4

dar(q,y) < (1+¢)-d6(g,y) < (1+¢) -d(p,q)

gezeigt werden. Insgesamt existiert demnach in G’ ein Weg von p nach ¢ mit

8t
1 d(p,q) + d(z,y),

0cr(p,q) < 0cr(p, @) +d(z,y) + 06 (y ) < (L +¢) —

vgl. Abbildung 6.2. Fiir die Lange der Kante {z,y} folgt unter Verwendung von Bedin-
gung (i):

d(z,y)

IN

d(z,a;) + d(ai, b;) + d(b;, y)
(L+4/s) - d(ai, b;)
(1+4/s)- —— -d(p, q)

s—4
s+4
-d
PR XY

IN

IN
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Abbildung 6.2: Der Weg von p nach ¢ in G, vgl. [44]

Die Lénge des Weges von p nach ¢ in G’ lasst sich somit durch

8t s+4
.d c T d
1 dpa)+ —7 - dp,q)

8t s+4
s—4+(8—4)(1+6))

dar(pg) < (L+¢)

- <1+e>'d<p,q>~<

abschéitzen. Da

s :é((1+6)(8t+4)+4)
& (14¢)8t =c(s—4)—8
& (14+e)8t+(s+4) =(s—4)(1+¢)
8t s+4
= 1 =

s—4+(s—4)(1+5)

gilt, folgt nach Wahl von s die Behauptung. ([l

Wie Gudmundsson et al. bemerken, wird durch die Konstruktion von G’ jede Kante aus
E einem Paar aus P zugeordnet. Fiir jedes Paar {a;,b;}, welchem mindestens eine Kante
zugeordnet wurde, enthélt der Graph G’ genau eine dieser Kanten. Aufgrund des obigen
Lemmas ist der Graph G’ ein (1 4 ¢)-Spanner von G. Ein auf diese Weise konstruierter
(1 + e)-Spanner von G kann jedoch dicht sein. Um mit Hilfe dieses Ansatzes einen diinn
besetzten Spanner-Graphen zu erhalten, muss demnach zusétzlich m € O(|S|) gelten.
Das allgemeine Verfahren zur Ausdiinnung eines ¢-Spanners G = (S, E) setzt sich also

aus den folgenden Schritten zusammen, vgl. Gudmundsson et al. [44]:

(1) Berechnung einer Approximation P = {{a1,b1},...,{am,bn}} von E bzgl. des Wertes
s=1((1+¢)(8t+4)+4) mit m € O(|S]).

(2) Berechnung eines Indexes i € {1,...,m} fiir jede Kante {p,q} € E, so dass die Bedin-
gung (i) oder (ii) erfiillt ist.

(3) Auswahl einer Kante fiir jeden Index ¢ € {1,...,m}, dem in Schritt (2) mindestens

eine Kante zugeordnet wurde.
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Nach Kapitel 4 existiert zu der Eckenmenge S von G eine Realisation {{A1, B1},...,
{Am, Bn}} von S ® S mit m € O(|S]). Die Existenz einer Approximation P von E bzgl.
s = %((1 +¢e)(8t+4) +4) mit m € O(|S]) und somit die Existenz eines diinn besetzten

(1 + ¢)-Spanners von G ergibt sich deshalb aus dem folgenden Lemma:

6.2.2 Lemma. Sei cine endliche Punktmenge S C R?, ein euklidischer Graph G = (S, E),
eine bzgl. eines Wertes s € RT scharf getrennte Realisation R = {{A1, B1},...,{Am, Bm}}
von S ® S und eine Menge P = {{a1,b1},...{am,bm}}, welche fir jedes Paar {A;, B;}
der Realisation genau ein Paar {a;,b;} mit a; € A; und b; € B; enthilt, gegeben. Dann ist

die Menge P eine Approzimation von E bzgl. s.

Beweis. Aufgrund der Eigenschaften der Realisation R gibt es zu jeder Kante {p,q} € E
ein bzgl. s scharf getrenntes Paar {A4;, B;} € R mit {p,q} € A; ® B;. Da A; und B; scharf
getrennt sind, existieren weiterhin zwei d-Kugeln K; und K3 mit Radius » > 0, so dass
A; C Ky, B; C Ko und d(Ky, K2) > sr gilt. Somit folgt fiir die beiden Représentanten a;

und b; entweder

und

U
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=
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oder

d(p,b;) < 2r =(2/s)sr < (2/s)-d(a;,b;)) und
d(q,a;) <2r =(2/s)sr < (2/s) - d(a;, b;). O

Die WSPD kann also, muss jedoch micht zur Konstruktion einer Approximation P der
Kantenmenge E des gegebenen Graphen G = (S, E) verwendet werden. In den folgenden
beiden Abschnitten wird nun gezeigt, wie diese allgemeine Vorgehensweise effizient im

RAM-, I/O- bzw. cache-oblivious-Modell umgesetzt werden kann.

6.3 Ausdiinnungsverfahren im RAM- und I/O-Modell

Das allgemeine Verfahren fiihrt mit Hilfe der effizienten Berechnung einer WSPD direkt zu
einem effizienten Ausdiinnungsalgorithmus im RAM-Modell, welcher nun beschrieben und
analysiert werden soll.

Die Prozedur PRUNESPANNER-RAM (Algorithmus 6.1) berechnet zunéchst in Zeile 2
mit Hilfe des Algorithmus von Callahan und Kosaraju (Abschnitt 4.2.1) in einer Laufzeit
von O(|S|log | S|+ 5% 5|) eine WSPD von S bzgl. s = 1((1+¢)(8t+4)+4). Die GréRe dieser

WSPD ist linear in der Anzahl der Punkte aus S, d.h. es gilt m € O(s4|S]) = O(|S]).!

Um eine Approximation der Kantenmenge FE bzgl. des Wertes s zu konstruieren, wird

!Nach Wahl von s geht der Parameter ¢ in die ,versteckten“ Konstanten beider O-Notationen ein.
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Funktion PRUNESPANNER-RAM(G, ¢)

Eingabe: Ein t-Spanner G = (S, E) (t > 1) mit endlicher Eckenmenge S C R? und eine reelle
Konstante € > 0.
Ausgabe: Ein (1 + ¢)-Spanner G’ = (S, E’) von G mit |E'| € O(|S)).
1: P=0,E'=0
2: Berechne mit Hilfe des Algorithmus aus Abschnitt 4.2.1 eine WSPD D =
(T,{{A1, B1}, ..., {Am, Bm}}) von S bzgl. des Wertes s = L((1+¢)(8t +4) +4).
3: Wihle fiir jedes Paar {A;, B;} ein beliebiges Paar {a;,b;} mit a; € A; und b; € B; aus und
fiige es der Menge P hinzu.
4: Markiere jede Kante {p,q} aus E mit einem Index i € {1,...,m}, fiir den die Bedingung (i)
oder (ii) erfiillt ist.
5: Traversiere die Kantenmenge E und fiige fiir jeden auftretenden Index ¢ eine der ihm insgesamt
zugeordneten Kanten der Menge E’ hinzu.

6: return G' = (S, E’)

Algorithmus 6.1: Ausdiinnungsalgorithmus im RAM-Modell, vgl. [43, 44]

anschliefend in Zeile 3 fiir jedes scharf getrennte Paar {4;, B;} der WSPD genau ein Paar
{a;,b;} mit a; € A; und b; € B; ausgewahlt und der Menge P hinzugefiigt, vgl. Abbildung
6.3 (a). Die so konstruierte Menge P stellt nach Lemma 6.2.2 eine Approximation von E
bzgl. s dar. Der erste Schritt des allgemeinen Verfahrens lésst sich also im RAM-Modell in
einer Laufzeit von O(|S|log |S|) realisieren.

Zur Umsetzung des zweiten Schritts des allgemeinen Verfahrens stellen Gudmundsson
et al. [43, 44| in Zeile 4 pro Kante aus F eine Anfrage an den fairen Aufteilungsbaum
T, der zur berechneten WSPD gehort. Diese Anfragen sind mit Ergebnissen von Arya
et al. [12] nach einer Vorverarbeitungsphase effizient méglich und benétigen pro Kante
O (log |S|) Zeit. Die Laufzeit der Vorverarbeitungsphase betrégt O (].S|log|S|). Insgesamt
ist die Zuordnung der Indizes in Zeile 4 somit in einer Laufzeit von O ((|S| + |E|)log|S|)
moglich.

In Zeile 5 findet anschlieRend die Konstruktion der Kantenmenge E’ des ausgediinnten
Graphen G’ statt: Fiir jeden Index i € {1,...,m}, dem mindestens eine Kante zugeordnet
wurde, muss eine der ihm zugeordneten Kanten der Kantenmenge E’ von G’ hinzugefiigt
werden. Dies ist insgesamt in einer Laufzeit von O(|E|+ m) = O(|E| + |5]) realisierbar.
In Abbildung 6.3 (b) wird die Auswahl einer solchen Kante schematisch dargestellt. Jede
der dargestellten Kanten ist mit dem Index i markiert; die Kantenmenge von G’ enthilt

jedoch nur eine dieser Kanten.

Insgesamt besitzt der obige Ausdiinnungsalgorithmus somit eine Laufzeit von O((]S|+
|E[)log |S]) = O(|E|log | S])-
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Abbildung 6.3: Ausdiinnung des Graphen mit Hilfe der WSPD, vgl. [44]

6.3.1 Theorem ([44]). Sei eine endliche Punktmenge S C R und ein t-Spanner G =
(S, E) von S mitt > 1 gegeben. Dann kann fir jede reelle Konstante € > 0 in einer
Laufzeit von O(|E|log|S|) ein (1 + ¢)-Spanner G' = (S,E’) von G mit |E'| € O(|5])

berechnet werden.

Gudmundsson et al. [44] zeigen zudem, wie die benétigte Laufzeit zur Konstruktion des
Graphen G’ zu einer Laufzeit von O(|E| + |S|log|S|) verbessert werden kann. Auf diese
Variante soll hier aber nicht ndher eingegangen werden.

Im I/O-Modell lasst sich der obige allgemeine Ansatz ebenfalls effizient verwirklichen:
Gudmundsson und Vahrenhold |45] zeigen anhand der Ergebnisse von Govindarajan et al.
[40], wie ein ausgediinnter Graph G’ von G mit O(sort(|E|)) 1/O-Operationen konstruiert
werden kann. Da der im folgenden Abschnitt beschriebene cache-oblivious-Algorithmus
fast ausschlieflich mit dem I/O-effizienten Ausdiinnungsalgorithmus von Gudmundsson
und Vahrenhold iibereinstimmt, wird hier auf weitere Erlduterungen verzichtet und nur

das Ergebnis gegeben:

6.3.2 Theorem ([45]). Sei eine endliche Punktmenge S C R? und ein t-Spanner G =
(S, E) von S mitt > 1 gegeben. Dann kann fiir jede reelle Konstante € > 0 mit O(sort(|E]))
I/0-Operationen ein (1 + €)-Spanner G' = (S, E’) mit |E'| € O(|S|) berechnet werden.

Im folgenden Abschnitt wird das I/O-effiziente Verfahren in das cache-oblivious-Modell

iibertragen.

6.4 Ausdiinnungsverfahren im Cache-Oblivious-Modell

Als Grundlage fiir das im cache-oblivious-Modell effiziente Verfahren dient der im I/O-
Modell konzipierte Algorithmus von Gudmundsson und Vahrenhold [45], welcher bis auf

die Berechnung spezieller Bereichsanfragen iibernommen werden kann.
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Der folgende Abschnitt gliedert sich in drei Unterabschnitte. Im ersten Unterabschnitt
wird ein im cache-oblivious-Modell effizientes Verfahren zur Bearbeitung (spezieller) ortho-
gonaler Bereichsanfragen vorgestellt. Der zweite Unterabschnitt behandelt von Gudmunds-
son und Vahrenhold [45] eingefiihrte Markierungstechniken fiir Baume. Diese Markierungs-
techniken werden, ebenso wie das effiziente Verfahren zur Bearbeitung von orthogonalen
Bereichsanfragen, fiir die im dritten Unterabschnitt beschriebene effiziente Umsetzung des
obigen allgemeinen Ausdiinnungsverfahrens im Kontext des cache-oblivious-Modells ver-

wendet.

6.4.1 Orthogonale Bereichsanfragen

Das im cache-oblivious-Modell effiziente Verfahren zur Bearbeitung von orthogonalen Be-
reichsanfragen stiitzt sich auf eine Technik namens distribution sweeping. Diese soll zu-
néchst beschrieben werden. Anschliefend wird das effiziente Verfahren zur Beantwortung

orthogonaler Bereichsanfragen entwickelt.

Distribution Sweeping

Das plane sweep-Paradigma [49, 52| ist ein einfaches Hilfsmittel zur Lésung geometri-
scher Probleme im d-dimensionalen Raum. Durch diese Technik wird ein statisches d-
dimensionales Problem in eine endliche Anzahl von Instanzen eines dynamischen (d — 1)-
dimensionalen Problems transformiert, vgl. Breimann und Vahrenhold [19]. Die Kernidee
des plane sweep-Konzepts besteht in der Annahme einer imaginiren Hyperebene, welche
iiber den Datensatz bewegt wird und durch die inkrementell Informationen hinsichtlich
der Losung des gegebenen Problems gesammelt werden, vgl. Abbildung 6.4 (a). Auf eine
detaillierte Beschreibung des plane sweep-Paradigmas wird hier verzichtet und stattdessen
auf andere Arbeiten verwiesen [19, 49, 52].

Das plane sweep-Konzept eignet sich gut fiir den Entwurf von Algorithmen im RAM-
Modell und fiihrt dort in vielen Fillen zu optimalen Laufzeiten. Wie Breimann und Vah-
renhold [19] bemerken, ergibt eine direkte Anwendung dieser Technik im I/0O-Modell,
anhand derer die fiir die Verwaltung der ermittelten Informationen verwendete interne
Datenstruktur durch eine externe ersetzt wird, im Allgemeinen keine effizienten Algorith-
men. Wahlt man z.B. einen B-Baum [13] als externe Datenstruktur zur Speicherung der
durch die sweep-Hyperebene gesammelten Informationen, so benétigt ein Algorithmus,
der im RAM-Modell eine Laufzeit von O(N log V) aufweist, insgesamt O(N logg N) 1/0-
Operationen. Diese (obere) Grenze stellt jedoch fiir Probleme mit einer I/O-Komplexitét
von (¥ logy, /B &) keine optimale Grenze dar, vgl. Breimann und Vahrenhold [19].

Ein Ansatz zur effizienten Losung geometrischer Probleme im I/O- bzw. anderen Mehr-
speichermodellen wird durch die von Goodrich et al. [39] vorgestellte distribution sweeping-

Technik gegeben. Diese kombiniert das plane sweep-Konzept mit einem divide and conquer-
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Abbildung 6.4: Losung geometrischer Probleme mit Hilfe des plane sweep- bzw. distribution
sweeping-Paradigmas, vgl. [19]

Vorgehen: Informell beschrieben wird durch Anwendung dieser Technik im 1/0-Modell ein
zweidimensionales geometrisches Problem zuniichst in ©(4) parallele (vertikale) ,Strei-
fen“ unterteilt, die jeweils ungefdhr gleich viele geometrische Datenobjekte (z.B. Punkte
oder Endpunkte von Liniensegmenten) enthalten.? Jeder dieser Streifen wird anschliefend
anhand eines sweeps von oben nach unten bearbeitet und ggf. rekursiv weiter betrachtet,
vgl. Abbildung 6.4 (b). Die generelle Vorgehensweise des distribution sweeping wurde von
Goodrich et al. [39] fiir das I/O-Modell konzipiert.

Breimann und Vahrenhold [19] beschreiben die Anwendung der Technik im I/O-Modell
auf ein zweidimensionales Problem wie folgt: Bevor das rekursive Verfahren gestartet wird,
werden alle geometrischen Datenobjekte bzgl. der sweep-Richtung sortiert. Fiir die effizien-
te (rekursive) Aufteilung in Streifen wird zudem die Menge aller z-Koordinaten in aufstei-
gender Reihenfolge sortiert. Zu Beginn eines jeden rekursiven Aufrufs findet eine Aufteilung
der aktuellen Datenmenge in ©(M/B) Streifen statt. Anschliefend werden mittels eines
sweeps iiber die Streifen Informationen hinsichtlich der Beziehungen zwischen Objekten
aus unterschiedlichen Streifen gesammelt. Beziehungen zwischen Objekten aus dem glei-
chen Streifen werden rekursiv ermittelt. Die Rekursion bricht ab, sobald ein (rekursives)
Teilproblem in den internen Speicher passt und somit effizient geldst werden kann. Die
fiir die Aufteilung einer Datenmenge in Teilprobleme benétigten Partitionierungselemente
kénnen mit Hilfe der zu Beginn erstellten sortierten Menge der x-Koordinaten aller Da-
tenobjekte pro Rekursionsebene in ©(N/B) I/O-Operationen bestimmt werden. Besitzt

der sweep zur Bestimmung von Beziehungen zwischen Objekten aus verschiedenen Strei-

2Geometrische Objekte konnen ggf. mehrere Streifen iiberdecken. In diesem Fall werden sie dem maxi-
malen Intervall zusammenh&ngender Streifen zugeordnet, mit denen sie jeweils interagieren, vgl. Breimann
und Vahrenhold [19].
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fen ebenso eine in der Anzahl der involvierten Datenelemente lineare I/O-Komplexitét,
d.h. ©(N/B) 1/O-Operationen pro Rekursionsebene, so ergibt sich fiir die Gesamtkomple-
xitdt des Verfahrens eine obere Grenze von (’)(% logn/ %) I/O-Operationen.

Brodal und Fagerberg [20] zeigen, wie die distribution sweeping-Technik im Kontext
des cache-oblivious-Modells effizient umgesetzt werden kann. Sie betrachten die Anwen-
dung dieser Technik als einen Verschmelzungsprozess: Die geometrischen Datenobjekte
werden zunéchst bzgl. einer Dimension sortiert und anschliefsend mittels eines divide and
conquer-Ansatzes in Teilprobleme aufgeteilt, deren Losungen nach Bearbeitung aller rekur-
siven Aufrufe werschmolzen“, d.h. zu einer Gesamtlosung kombiniert werden. Die genauen
Details der Verschmelzung von Teilproblemen variieren dabei im Allgemeinen von Problem
zu Problem. Der zentrale Baustein ihrer Technik besteht in dem in Kapitel 3 vorgestellten
lazy funnelsort-Verfahren, mit dessen Hilfe der Verschmelzungsprozess durchgefiithrt wird.

Als Anwendungen ihrer Technik geben Brodal und Fagerberg [20] effiziente Verfahren
zur Losung einiger Probleme aus der algorithmischen Geometrie an. Fiir das weitere Vorge-
hen ist eines dieser Beispiele von besonderem Interesse und soll nun detailliert beschrieben
werden. Ebenso wird anhand dieses Beispiels die im cache-oblivious-Modell effiziente Um-

setzung der distribution sweeping-Technik genauer erldutert.

Gebiindelte orthogonale Bereichsanfragen

Der von Gudmundsson und Vahrenhold [45] vorgestellte Ausdiinnungsalgorithmus verwen-
det (spezielle) orthogonale Bereichsanfragen, um die Kanten des gesuchten ausgediinnten
Graphen G’ zu bestimmen. Die formale Definition des im Folgenden untersuchten Problems

lautet wie folgt:

Problem. Sei eine Menge £ von Punkten in der Ebene und eine Menge Q von achsenpar-
allelen Rechtecken mit |Q] € O(|€|) gegeben. Pro Rechteck R € Q soll jeder Punkt p € €
mit p € RN E gefunden und die Punkt-Rechteck-Kombination (R, p) ausgegeben werden.

Bevor das im Kontext des cache-oblivious-Modells effiziente Verfahren zur Lisung des
obigen Problems angegeben wird, soll die zugrundeliegende allgemeine Vorgehensweise be-
sprochen werden, welche unmittelbar zu effizienten Algorithmen im RAM- und I/0O-Modell
fiihrt.

Allgemeine Vorgehensweise Brodal und Fagerberg [20] beschreiben den allgemeinen
distribution sweeping-Ansatz zur Losung des obigen Problems wie folgt: Zunéchst wird die
Menge bestehend aus allen |£] Punkten und allen 2|Q| oberen linken und oberen rech-
ten Eckpunkten der |Q| Rechtecke bzgl. der ersten Koordinate sortiert (die Punkte aus
& werden im Folgenden als Fingabepunkte bezeichnet). Jeder der Eckpunkte wird dabei
um eine vollstdndige Darstellung des dazugehdrigen Rechtecks ergénzt. Nach diesem Vor-

sortierungsschritt wird analog zu obiger Beschreibung der distribution sweeping-Technik
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ein divide and conquer-Ansatz bzgl. der ersten Koordinate angewendet, durch den eine
Aufteilung der Menge in vertikale ,Streifen“ stattfindet. Nach der rekursiven Bearbeitung
der Streifen werden diese wieder ,verschmolzen®, d.h. die Punktsequenzen aus zwei be-
nachbarten Streifen A und B zu einer bzgl. der zweiten Koordinate sortierten Sequenz von
Punkten aus dem Streifen A U B vereinigt. Dieser Verschmelzungsprozess kann als sweep

von unten nach oben angesehen werden, durch welchen die Punkte sukzessiv abgearbeitet

werden.

Wihrend des Verschmelzungsprozesses zweier Streifen A und B werden zwei Listen L 4
und Lp erstellt: Ly (bzw. Lp) enthélt diejenigen Eingabepunkte aus A (bzw. B), wel-
che sich unterhalb der (imaginéren) sweep-Linie befinden. Die sukzessive Abarbeitung der
Punkte durch den sweep geschieht wie folgt: Ist der néchste zu bearbeitende Punkt p ein
Eingabepunkt aus A (bzw. B), so wird dieser in die Liste L4 (bzw. Lp) eingefiigt. Ist p ein
zu einem Rechteck R gehorender oberer Eckpunkt aus A (bzw. B) und iiberspannt R den
Streifen B (bzw. A) komplett bzgl. der ersten Koordinate, so werden alle Punkt-Rechteck-
Kombinationen (R,p) mit p € RN B (bzw. p € RN A) ausgegeben, indem die Liste Lp
(bzw. L) bis zum ersten Punkt unterhalb von R traversiert wird. Uberspannt das Recht-
eck R den Streifen B (bzw. A) nur teilweise, so sind alle Punkt-Rechteck-Kombinationen
(R,p) mit p € RN B (bzw. p € RN A) schon durch die (zuvor abgearbeiteten) rekursi-

ven Aufrufe ausgegeben worden. In Abbildung 6.5 wird der Verschmelzungsprozess zweier

Streifen veranschaulicht.
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(a) Bearbeitung eines Eingabepunktes (b) Bearbeitung eines oberen Eckpunktes

Abbildung 6.5: Verschmelzungsprozess zweier Streifen A und B. Abbildung (a) zeigt die Bear-
beitung des Eingabepunktes py, durch welche dieser in die Liste L4 eingefiigt wird. Abbildung
(b) veranschaulicht die Bearbeitung des oberen Eckpunktes pg. Durch eine Traversierung der Li-
ste Lp konnen die Punkt-Rechteck-Kombinationen (Ry,ps) und (Ry,ps) ausgegeben werden. Die

Punkt-Rechteck-Kombinationen (R, p4), (Ra,pg) und (Rsg, p1o) wurden schon durch die rekursive
Bearbeitung der Streifen ausgegeben.
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Wie Brodal und Fagerberg [20] bemerken, ergibt dieses Verfahren unmittelbar effizien-
te Algorithmen im RAM- und I/O-Modell: In beiden Fillen miissen die L-Listen nur fiir
jeweils einen aktiven Verschmelzungsprozess gespeichert werden. Die rekursive Aufteilung
der Datenmenge in jeweils zwei Streifen fiihrt somit im RAM-Modell zu einem Algorith-
mus mit einer Laufzeit von O(|€|log|€|) und einem Speicherplatzbedarf von O(|€|). Im
I/O-Modell ergibt sich durch eine rekursive Aufteilung der Datenmenge in 9(%) Streifen
ein Algorithmus mit einer I/O-Komplexitét von O(sort(|€])) I/O-Operationen und einem
Speicherplatzbedarf von O(|£]).

Der Schliissel zu einem im Kontext des cache-oblivious-Modells effizienten Algorithmus
zur Losung des obigen Problems wird durch das in Kapitel 3 vorgestellte lazy funnel-
sort-Verfahren gegeben. Eine direkte Anwendung obiger Ideen unter Verwendung dieses
Sortierverfahrens fiihrt jedoch zu einem ineffizienten Verfahren. Dieses wird zunéchst kurz
erlautert. Anschliefend werden die von Brodal und Fagerberg [20] entwickelten Verénde-

rungen besprochen, die letztendlich den gewiinschten effizienten Algorithmus ergeben.

Ineffizientes Cache-Oblivious-Verfahren FEine zu der obigen Beschreibung analoge
Vorgehensweise unter Verwendung des lazy funnelsort-Verfahrens hat den folgenden Auf-
bau: Zunédchst wird die Menge bestehend aus allen N = |€| Eingabepunkten und allen
2K = 2|Q)| oberen linken und oberen rechten Eckpunkten der K Rechtecke in einem Vor-
sortierungsschritt bzgl. der ersten Koordinate sortiert. Die bzgl. der ersten Koordinate
sortierte Liste wird anschliefend mit Hilfe des lazy funnelsort-Verfahrens bzgl. der zweiten
Koordinate sortiert. Die Liste wird dadurch in (N + 2K)1/d bzgl. der ersten Koordinate
sortierte Segmente aufgeteilt, welche rekursiv bearbeitet und nach Abarbeitung aller rekur-
siven Aufrufe mit Hilfe eines (N + 2K )1/ _Verschmelzers zu einer bzgl. der zweiten Koordi-
nate sortierten Liste verschmolzen werden (d > 2). Wird bei dem Verschmelzungsprozess in
einem (inneren) Knoten des (N + 2K )1/ “_Verschmelzers zuerst derjenige Punkt der beiden
zugehorigen Eingabestrome in den Ausgabepuffer des Knotens bewegt, welcher den kleine-
ren y-Wert aufweist, so entspricht der gesamte Verschmelzungsprozess in diesem Knoten
einem sweep von unten nach oben. Bei diesem sweep kann analog zum obigen Vorgehen die
Ausgabe der Punkt-Rechteck-Kombinationen stattfinden: Dazu werden in einem Knoten
des (N +2K )1/ _Verschmelzers mit Hilfe von L-Listen Informationen iiber die Eingabe-
punkte unterhalb der imaginédren sweep-Linie aufrecht erhalten und bei Bearbeitung eines
oberen Eckpunkts entsprechende Informationen ausgegeben. Der um diese Bearbeitung er-
génzte Verschmelzungsprozess in einem Knoten des (N + 2K )1/ _Verschmelzers entspricht
dann der obigen Verschmelzung zweier Streifen A und B, vgl. Abbildung 6.6.

Dieser Ansatz fithrt jedoch nicht direkt zu einem optimalen cache-oblivious-Algorithmus.
Wie Brodal und Fagerberg bemerken, besteht das Problem in der Speicherung der fiir die
Ausgabe der entsprechenden Punkt-Rechteck-Kombinationen benétigten L-Listen. Durch

die wechselweise Ausfiihrung der einzelnen Verschmelzungsprozesse in den jeweiligen Kno-
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(a) k-Verschmelzer (b) Verschmelzung zweier Streifen

Abbildung 6.6: Verschmelzung von Streifen mit Hilfe eines k-Verschmelzers. In Abbildung (a)
ist ein Knoten v des Verschmelzers hervorgehoben. Der Verschmelzungsprozess in diesem Knoten

korrespondiert mit der Verschmelzung der beiden hervorgehobenen Streifen in Abbildung (b).

ten des (N + 2K )1/ _Verschmelzers ist im Allgemeinen nicht nur ein Verschmelzungspro-
zess aktiv (wie dies der Fall im RAM- und I/O-Modell ist). Jeder der N Eingabepunkte
miisste somit im schlimmsten Fall auf jeder Ebene des (N + 2K )1/ “_Verschmelzers in min-
destens einer der L-Listen gespeichert werden, wodurch sich die Speicherkomplexitit des
(N + 2K)1/d—\/erschmelzers auf O(N log N) belaufen wiirde. Dieser Speicherplatzbedarf, so
Brodal und Fagerberg, ist suboptimal und stellt weiterhin ein Problem in der Analyse von
Theorem 3.2.3 dar, da in dieser ein sublinearer Speicherplatzbedarf von k-Verschmelzern

angenommen wird.

Effizientes Cache-Oblivious-Verfahren Brodal und Fagerberg [20] verringern diesen
suboptimalen Speicherplatzbedarf, indem sie zum Einen nicht nur die 2K oberen Eckpunk-
te sondern alle 4K Eckpunkte der K Rechtecke betrachten und zum Anderen die Funkti-
onsweise der k-Verschmelzer verdndern. Dabei teilen sie die Anwendung eines solchen in
zwei Durchldufe auf. Im ersten Durchlauf wird ohne Speicherung der L-Listen fiir jeden
Knoten des k-Verschmelzers die Anzahl der Eingabepunkte bestimmt, die bei Abarbeitung
des Verschmelzungsprozesses in diesem Knoten jeweils mindestens einmal (zusammen mit
einem entsprechenden Rechteck als Punkt-Rechteck-Kombination) ausgegeben werden. Im
zweiten Durchlauf werden zwar die L-Listen gespeichert, jedoch wird ein Eingabepunkt
nur dann in eine L-Liste eingefiigt, wenn dieser im Laufe des Verschmelzungsprozesses
mindestens einmal ausgegeben wird. Zudem zerlegen Brodal und Fagerberg diesen zweiten

Durchlauf in Iterationen, um linearen Speicherplatzbedarf zu erreichen. Die Details dieser
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beiden Durchldufe werden nun genauer beschrieben. Anschliefsend wird der effiziente cache-

oblivious-Algorithmus zur Bearbeitung des obigen Problems angegeben und analysiert.

1. Durchlauf eines k-Verschmelzers Im ersten Durchlauf werden Informationen
iiber die Eingabepunkte und Rechtecke gesammelt. Die obigen L-Listen werden noch nichi
gespeichert und es werden auch keine Punkt-Rechteck-Kombinationen ausgegeben. Statt-
dessen wird ein Knoten des k-Verschmelzers um die folgenden vier Variablen erweitert:
Die Variablen a bzw. b geben jeweils die Anzahl der Rechtecke mit zwei Eckpunkten in B
bzw. A an, welche die sweep-Linie schneiden und den Streifen A bzw. B bzgl. der ersten
Koordinate komplett iiberdecken. Die Variablen r4 bzw. rp geben jeweils die Anzahl der
Eingabepunkte in A bzw. B unterhalb der sweep-Linie an, welche im Laufe des Verschmel-

zungsprozesses in diesem Knoten mindestens einmal ausgegeben werden.

(a) Knoten v des k-Verschmelzers (b) Verschmelzung zweier Streifen

A B

(c) Knoten v des k-Verschmelzers (d) Verschmelzung zweier Streifen

Abbildung 6.7: Verschiedene Zustdnde bei der Verschmelzung zweier Streifen wihrend des ersten
Durchlauf eines verénderten k-Verschmelzers. Die in dem korrespondierenden Knoten v gespeicher-

ten konstant vielen Informationen werden wihrend dieses Vorgangs entsprechend aktualisiert.

Diese Informationen kénnen wihrend des Verschmelzungsprozesses in einem Knoten
leicht ermittelt bzw. aufrecht erhalten werden, vgl. Abbildung 6.7: Ist der néchste zu be-

arbeitende Punkt ein zu einem Rechteck R gehorender unterer Eckpunkt aus A (bzw. B)
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und {iberspannt R den Streifen B (bzw. A) komplett bzgl. der ersten Dimension, so wird
b (bzw. a) um eins erhoht. Entsprechend kénnen bei Bearbeitung eines oberen Eckpunkts
diese Variablen um eins verringert werden, d.h. b (bzw. a) wird bei Bearbeitung eines
oberen Eckpunktes aus A (bzw. B) um eins verringert, wenn dieser zu einem Rechteck R
gehort, welches den Streifen B (bzw. A) komplett bzgl. der ersten Dimension iiberspannt.
Ist der néchste zu bearbeitende Punkt ein Eingabepunkt aus A (bzw. B), so wird r4 (bzw.

rp) genau dann um eins erhoht, wenn a (bzw. b) groker null ist.

2. Durchlauf eines k-Verschmelzers Im zweiten Durchlauf vollzieht sich die ei-
gentliche Ausgabe der Punkt-Rechteck-Kombinationen. Dazu werden im Gegensatz zum
ersten Durchlauf die L-Listen tatséchlich erstellt. Anhand der 4K Eckpunkte kénnen ana-
log zum ersten Durchlauf wihrend des Verschmelzungsprozesses fiir jeden Knoten die bei-
den obigen Variablen a und b aufrecht erhalten werden. Mit Hilfe der beiden Variablen ist
es dann moglich, einen Eingabepunkt nur dann in eine der L-Listen des Knotens einzufii-
gen, wenn dieser wihrend des Verschmelzungsprozesses in diesem Knoten auch mindestens
einmal ausgegeben wird, d. h. ein Eingabepunkt aus einem Streifen A bzw. B wird nur dann
in die Liste L 4 bzw. Lp des Knotens eingefiigt, wenn a bzw. b grofser null ist. Durch diese
Anderung wird fiir die beiden L-Listen des Knotens hochstens O(r4 + rg) Speicherplatz
benotigt. Da jeder in einer dieser Listen eingefiigte Punkt mindestens einmal ausgegeben
wird, ist dieser Speicherplatzbedarf weiterhin durch den Speicherplatzbedarf beschrankt,
der fiir die Ausgabe der Punkt-Rechteck-Kombinationen in diesem Knoten benétigt wird.

Um insgesamt linearen Speicherplatzbedarf fiir einen (verdnderten) k-Verschmelzer zu
erreichen, teilen Brodal und Fagerberg diesen zweiten Durchlauf in Iterationen ein. Durch
jede dieser Tterationen (mit Ausnahme der letzten Iteration) werden unter Verwendung
von O(k?) Speicherplatz jeweils (k%) Punkt-Rechteck-Kombinationen ausgegeben. Die
Aufteilung in Iterationen geschieht mit Hilfe der im ersten Durchlauf fiir jeden Knoten
berechneten Werte r4 und rp: Zu Beginn jeder Iteration wird entweder ein (beliebiger)
Knoten v, fiir den die Summe der r 4- und rp-Werte seiner Nachfolger zwischen k% und 3k¢
liegt (fiir jeden Knoten gilt 74 +7rp < k%), oder, falls ein solcher Knoten nicht existiert, die
Wurzel des k-Verschmelzers ausgewidhlt. Die Auswahl eines solchen Knotens gelingt mit
Hilfe einer Postorder-Traversierung des k-Verschmelzers. Dazu wird die Funktion TRAVER-
SE (Algorithmus 6.2) zu Beginn jeder Iteration auf den Wurzelknoten des k-Verschmelzers
angewendet. Die Hilfsprozedur NEXT-ITERATION(v) markiert einen Knoten v und beendet
alle aktuellen Instanzen der Funktion TRAVERSE.

Nach Auswahl eines solchen Knotens v wird ein Array der Grofe 3k¢ erzeugt, um die
L 4- und Lp-Listen der Nachfolger von v speichern zu kénnen. Anschliekend wird der Ver-
schmelzungsprozess in diesem Knoten vollstindig durchgefithrt, d.h. die Prozedur FiLL
solange auf v angewendet, bis die beiden Eingabestrome von v aufgebraucht sind. Bei die-

sem Vorgang wird die Ausgabe des Knotens v nicht in dem (evtl. zu kleinen) Ausgabepuffer
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Funktion TRAVERSE(v)

Eingabe: Ein Knoten v eines k-Verschmelzers.

Ausgabe: Summe der r4- und rg-Werte der Nachfolger von v.
1: if v ist ein Blatt then
2: return 0
3: else

4:  Sp, = TrAVERSE(Linkes Kind von v)

5: S = TRAVERSE(Rechtes Kind von v)

6: if (S + Sg € [k?, 3k%)) then

7 NEXT-ITERATION(v)

8

end if
9: return Sp + Sy
10: end if

Algorithmus 6.2: Auswahl eines geeigneten Knotens des k-Verschmelzers

von v sondern in einem temporiren Array der Groke O(k?) gespeichert. Nachdem der Ver-
schmelzungsprozess in v komplett abgearbeitet wurde, werden die r4- und rp-Werte aller
Nachfolger von v auf null gesetzt und der Inhalt des temporidren Arrays in ein globales
Array der Groke O(k?) transferiert. Dieses globale Array enthilt die verschmolzenen Li-
sten, welche aus den Verschmelzungsprozessen der verschiedenen Iterationen hervorgegan-
gen sind. Haben die Eingabestrome Fy, ..., Ei des k-Verschmelzers die Groken Ny, ..., Ng
und besitzt der in v gewurzelte Teilbaum die Eingabestréme Ej, ..., Ej;, so wird der Inhalt
des temporaren Arrays an die Stelle 1 + Z;;% N; und die darauf folgenden kopiert und

danach mit der néchsten Iteration fortgefahren.

Algorithmus und Analyse Die Anwendung eines verdnderten k-Verschmelzers be-
steht also aus den beiden gerade beschriebenen Durchliufen. Aufgrund dieser Anderungen
besitzt die Anwendung eines solchen k-Verschmelzers nur einen linearen Speicherplatz-
bedarf, wodurch insgesamt der folgende cache-oblivious-Algorithmus zur effizienten Be-
arbeitung des eingangs gestellten Problems ermdglicht wird: Im ersten Schritt wird die
Menge bestehend aus den N = || Eingabepunkten und den 4K Eckpunkten der K = |Q)
Rechtecke bzgl. der ersten Koordinate sortiert. Die resultierende Liste wird anschliefsend
in (N 4 4K)"? zusammenhingende Segmente aufgeteilt, welche rekursiv bearbeitet und
anschliefend mit Hilfe eines verinderten (N 4 4K)'/4-Verschmelzers zu einer bzgl. der
zweiten Koordinate sortierten Liste verschmolzen werden (d > 2). Die Anwendung des ver-
dnderten (N 4 4K)Y/-Verschmelzers setzt sich aus den beiden obigen Durchliufen zusam-
men: Im ersten Durchlauf werden Informationen iiber die Eingabepunkte und Rechtecke

gesammelt, welche die im zweiten Durchlauf stattfindende effiziente Ausgabe der Punkt-
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Rechteck-Kombinationen ermdglichen. Die Analyse dieses Verfahrens wird durch das fol-

gende Lemma gegeben:

6.4.1 Lemma (|20]). Sei eine Menge £ von Punkten in der Ebene und eine Menge Q
von orthogonalen Bereichsanfragen auf € mit |Q| € O(|E]) gegeben. Unter der Annahme
von M € Q(B(d+1)/(d_1)) fiir ein d > 2 verursacht die Bearbeitung aller Anfragen durch
das obige Verfahren hichstens O(sort(|€]) + L) Speichertransfers, wobei T die Anzahl der

msgesamt ausgegebenen Punkt-Rechteck-Kombinationen ist.

Beweis. Die Sortierung der N 4+ 4K Punkte bzgl. der ersten Koordinate verursacht
O (sort(N 4+ 4K)) = O (sort(|€]))

Speichertransfers. Da in den ersten Durchldufen der verdnderten k-Verschmelzer die Kno-
ten jeweils nur um konstant viele Informationen ergénzt werden, verursacht die Abarbei-
tung aller ersten Durchliufe insgesamt ebenso hdchstens O (sort(|€])) Speichertransfers.
Es miissen somit nur die zweiten Durchldufe der involvierten k-Verschmelzer analysiert
werden.

Die Analyse der zweiten Durchliufe orientiert sich an den Beweisen zu den Theoremen
3.2.3 und 3.3.2. Der zweite Durchlauf eines k-Verschmelzers ist in Iterationen eingeteilt,
von denen jede nach Konstruktion einen Speicherplatzbedarf von ©(k?) besitzt. Weiter-
hin werden durch jede Iteration, mit Ausnahme der letzten, mindestens Q(k%) Punkt-
Rechteck-Kombinationen ausgegeben. Der Speicherplatzbedarf S(k) fiir den zweiten Durch-
lauf eines k-Verschmelzers ist also insgesamt linear in der Anzahl der bearbeiteten Punkte,
d.h. S(k) < c- k? fiir eine passende Konstante ¢ > 0. Die Anzahl der durch Anwendung
eines verdnderten k-Verschmelzers verursachten Speichertransfers kann somit analog zum
Beweis des Theorems 3.3.2 analysiert werden:

Ist der k-Verschmelzer selbst ein Basisbaum, so werden durch Anwendung desselben
Ok + % + g) Speichertransfers verursacht, wobei T' die Anzahl der durch die Anwen-
dung des k-Verschmelzers ausgegebenen Punkt-Rechteck-Kombinationen sei. Ansonsten
kann wieder die Einteilung des k-Verschmelzers in Basisbdume betrachtet werden. Sei da-
zu k die Anzahl der Blitter eines solchen Basisbaums. Zusitzlich zu den urspriinglichen
Speichertransfers fallen bei Anwendung eines Basisbaums nun die Speichertransfers fiir die
Bearbeitung der L-Listen der Knoten des Basisbaums an. Dabei kénnen jedoch die durch
das Schreiben von Elementen in die L-Listen verursachten Speichertransfers den Kosten
fiir das Einlesen der Elemente aus den Eingabestromen des Basisbaums zugeschrieben
werden. Ebenso kénnen die durch das Lesen von Elementen aus den L-Listen verursachten
Speichertransfers den Kosten fiir die Ausgabe der Punkt-Rechteck-Kombinationen aufer-
legt werden. Unter der Annahme, dass kein direkt unter dem Basisbaum liegender grofser
Puffer geleert wird, fallen bei Anwendung des Basisbaums also wieder héchstens (9(%)

Speichertransfers an, was O(%) amortisierten Speichertransfers pro Element entspricht.
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Insgesamt werden deshalb pro Iteration héchstens O(k + % + %) Speichertransfers
verursacht, wobei T” die Anzahl ausgegebenen Punkt-Recht-Kombinationen plus die An-
zahl der durch den Transfer von Elementen zwischen den Basisbdumen anfallenden Spei-
chertransfers sei. Die Anwendung der Prozedur TRAVERSE auf den Wurzelknoten des k-
Verschmelzers zu Beginn einer jeden Iteration konnte evtl. involvierte Blocke aus dem
internen Speicher verdringen, was zum erneuten Laden dieser Blocke fithren wiirde. Da
pro Iteration aber mindestens Q(%) Punkt-Rechteck-Kombinationen ausgegeben werden,
kénnen die Kosten fiir das erneute Laden diesen Ausgabeelementen auferlegt werden.

Fiir alle Tterationen betrigt die Anzahl der durch den Transfer von Elementen zwischen
den Basisbdumen verursachten Speichertransfers insgesamt héchstens (’)(%d log,, k%). Die
Anwendung eines verénderten k-Verschmelzers verursacht deshalb insgesamt O(%i log s kO
%) Speichertransfers und bendtigt O(%) Speicherblécke. Analog zur Analyse des lazy fun-

nelsort-Verfahrens (Theorem 3.2.3) folgt dann, dass der gesamte Algorithmus hochstens

N +4K N +4K T T

Speichertransfers verursacht. O

In Anlehnung an die von Gudmundsson und Vahrenhold [45] vorgestellte Version des Ver-
fahrens von Arge et al. [11] zur effizienten Bearbeitung von (speziellen) orthogonalen Be-
reichsanfragen im I/O-Modell kann die folgende Variante des obigen Lemmas gezeigt wer-

den:

6.4.2 Lemma. Sei eine Menge £ von Punkten in der Ebene und eine Menge Q von ortho-
gonalen Bereichsanfragen auf € mit |Q| € O(|€]) gegeben. Soll pro Rechteck R aus Q mit
RNE # 0 genau eine Punkt-Rechteck-Kombination (R, p) mit p € RNE ausgegeben werden,
so verursacht die Bearbeitung aller Anfragen unter der Annahme von M € Q(B(d+1)/(d_1))

fir ein d > 2 insgesamt hochstens O(sort(|E])) Speichertransfers.

Beweis. Die Bearbeitung dieser speziellen Bereichsanfragen gestaltet sich als wesentlich
einfacher als die Bearbeitung der allgemeinen Bereichsanfragen, bei denen pro Anfra-
gerechteck R € Q jede Punkt-Rechteck-Kombination (R,p) mit p € RN £ ausgegeben
werden muss. Das Problem bei Bearbeitung der allgemeinen Bereichsanfragen besteht in
der Speicherung der fiir die Ausgabe der Punkt-Rechteck-Kombinationen bendtigten L-
Listen. Dieses Problem tritt bei Bearbeitung der speziellen Bereichsanfragen nicht auf.
Da pro Rechteck R € Q jeweils nur maximal eine Punkt-Rechteck-Kombination (R, p)
mit p € RN E ausgegeben werden muss, kann die folgende Variante des im Kontext der
allgemeinen Bereichsanfragen ineffizienten cache-oblivious-Verfahrens verwendet werden:
In einem Vorsortierungsschritt werden die |£| + 2|Q| Eingabe- und oberen Eckpunkte
bzgl. der ersten Koordinate sortiert. Anschliefend wird die bzgl. der ersten Koordina-

te sortierte Liste mit Hilfe des lazy funnelsort-Verfahrens bzgl. der zweiten Koordinate
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sortiert. Wahrend der Verschmelzung zweier Streifen in einem Knoten eines involvierten k-
Verschmelzers findet analog zum urspriinglichen (ineffizienten) Verfahren die Ausgabe der
Punkt-Rechteck-Kombinationen statt. Im Gegensatz zum urspriinglichen Verfahren wird
aber jeweils nur der sich direkt unter der (imaginéren) sweep-Linie befindende Eingabe-
punkt aus dem Streifen A bzw. B in der L 4- bzw. Lp-Liste gespeichert. Bei Abarbeitung
eines zu einem Rechteck R gehdrenden oberen Eckpunkts aus A bzw. B wird dann gepriift,
ob das zugehdrige Rechteck R den Streifen B bzw. A iiberspannt und falls ja, ob der in
der Liste Lp bzw. L4 gespeicherte Punkt p in R liegt. Sind beide Bedingungen erfiillt,
so wird die Punkt-Rechteck-Kombination (R, p) ausgegeben. Der obere Eckpunkt wird in
diesem Fall nicht weiter bearbeitet, d.h. nicht in den Ausgabepuffer des aktuellen Knotens
bewegt. Ist eine der beiden Bedingungen nicht erfiillt, so wird der Eckpunkt zur weiteren
Bearbeitung in den Ausgabepuffer des Knotens bewegt. Da fiir jedes Rechteck insgesamt
zwei obere Eckpunkte bearbeitet werden, kénnen durch den obigen Sortierschritt héch-
stens zwei Punkt-Rechteck-Kombinationen pro Rechteck ausgegeben werden. Diese Dupli-
kate lassen sich nach Beendigung des Sortierschritts durch einen weiteren Sortierschritt
mit anschlieffender Traversierung entfernen.

Der Vorsortierungsschritt und das Entfernen von Duplikaten am Ende des Algorithmus
verursacht jeweils hochstens O(sort(|€])) Speichertransfers. Da die Knoten eines bei dem
zweiten Sortierschritt involvierten k-Verschmelzers jeweils nur konstant viele Informationen
speichern, werden durch diesen Schritt ebenso hochstens O(sort(|€])) Speichertransfers

verursacht. n

6.4.2 Markierungstechniken fiir BAume

Fiir die I/O-effiziente Ausdiinnung eines Spanner-Graphen fithren Gudmundsson und Vah-
renhold [45] allgemeine Markierungstechniken fiir Baume ein. Die folgenden drei Lemma-
ta fassen diese Markierungstechniken, angepasst an die Bediirfnisse des cache-oblivious-

Modells, zusammen.

6.4.3 Lemma ([45]). Sei ein Baum T mit N Knoten gegeben. Dann kinnen alle O(N)
Blatter des Baums mit O(sort(N)) Speichertransfers in einer von-links-nach-rechts-Ord-

nung markiert werden.

Beweis. Gudmundsson und Vahrenhold berechnen zunéchst eine Euler-Tour fiir T, aus der
sie anschliefend das BFS-Level fiir jeden Knoten von T' ermitteln. Dieser Prozess 14sst sich
im cache-oblivious-Modell ebenso mit hochstens O(sort(N)) Speichertransfers durchfiihren
[7, 24]. Wahrend eines erneuten Durchlaufs der Knotenmenge anhand der Euler-Tour kann
ein Knoten von 7' als Blatt erkannt werden, da das BFS-Level eines solchen mit einem
lokalen Maximum korrespondiert. Im Zuge dieser Traversierung lassen sich die Blatter
zudem in der gewiinschten Ordnung markieren. Die Korrektheit dieser von-links-nach-

rechts-Markierung folgt aus der Tatsache, dass die Knoten in Praorder traversiert werden
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und somit jeder Knoten vor seinem rechten Geschwisterknoten betrachtet wird. Wie auch
im I/O-Modell werden die Kosten fiir den gesamten Vorgang durch die Kosten fiir die
Berechnung der Euler-Tour dominiert; es werden also insgesamt hdchstens O(sort(N))

Speichertransfers verursacht. O

6.4.4 Lemma ([45]). Sei ein Baum T mit N Knoten gegeben, dessen Bldtler in einer
von-links-nach-rechts-Ordnung markiert sind. Dann kann jeder innere Knoten v mit einem
Intervall [ly,ry], 1y, 7 € N, markiert werden, so dass die folgenden Bedingungen erfillt

sind:

(1) Jedes Blatt in dem in v gewurzelten Teilbaum ist mit einer ganzen Zahl l(v) € [Ly, 1y

markiert.

(2) Es existiert mindestens ein Blatt in dem in v gewurzelten Teilbaum, welches mit einer

Zahl l(v) € [ly, ry] markiert ist.
(8) Das Intervall [l,,, 1] ist das kleinste Intervall, welches diese Eigenschaften erfillt.

Die Markierung aller inneren Knoten verursacht O(sort(N)) Speichertransfers.

Beweis. Der Algorithmus von Gudmundsson und Vahrenhold berechnet die gesuchte Mar-
kierung von den Blittern ausgehend, indem er jedem Knoten das minimale Intervall zu-
ordnet, welches die den Kindern des Knotens zugeordneten Intervalle umschliefst. Jedem
Blatt v mit Markierung [(v) wird dabei zu Beginn das Intervall [I(v),(v)] zugewiesen. Die
dadurch entstehende Markierung aller Knoten erfiillt die drei oben angegebenen Eigen-
schaften.

Um diesen Vorgang effizient umzusetzen, berechnen Gudmundsson und Vahrenhold zu-
néchst fiir jeden Knoten sein BFS-Level, seine BFS-Nummer und die BFS-Nummer seines
Vaterknotens. Diese Berechnungen kénnen analog zum Vorgehen im I/0O-Modell mit Hil-
fe von Euler-Tour-Techniken im cache-oblivious-Modell mit O(sort(N)) Speichertransfers
ausgefiihrt werden |7, 24]. Um nun die Knoten des Baums von den Bléttern aus zur Wurzel
hin mit den entsprechenden Intervallen zu markieren, werden diese in absteigender Rei-
henfolge bzgl. ihrer BFS-Levels sortiert und anschliefend durchlaufen. Sei i das maximale
BFS-Level. Beginnend mit ¢ = ig kénnen wihrend des Durchlaufs iterativ alle Knoten mit
BFS-Level ¢ und 7 — 1 aus dieser Liste entnommen werden. Die Knoten mit BFS-Level i
werden anschliefend bzgl. der BFS-Nummer ihres Vaterknotens und die Knoten mit BF'S-
Level # — 1 bzgl. ihrer BFS-Nummer sortiert. Durch eine simultane Traversierung beider
sortierten Listen kann dann jeder Knoten v auf BFS-Level ¢ — 1 mit dem kleinsten Intervall
markiert werden, welches die den Kindern von v zugeordneten Intervalle umschliefst.

Die Korrektheit der Markierung folgt induktiv. Der Aufwand fiir diese Markierung

belduft sich auf O(sort(N)) Speichertransfers, da insgesamt konstant viele Euler-Touren
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berechnet werden und jeder Knoten an konstant vielen Sortierschritten beteiligt ist, vgl.
Gudmundsson und Vahrenhold [45]. O

Die in den Lemmata 6.4.3 und 6.4.4 vorgestellten Markierungstechniken kénnen auf einen
fairen Aufteilungsbaum T, der fiir die Eckenmenge S eines t-Spanners G = (S, E) konstru-
iert wurde, angewendet werden. Die Markierung der Blitter von T impliziert dann eine
Ummarkierung der Ecken aus S: Zu jeder Ecke p € § existiert in T' genau ein Blatt v mit
o(v) ={p}. Mit I(p) = I(v) wird dann der Ecke p der Wert [(p) € {1,...,|S|} zugeordnet.

Gudmundsson und Vahrenhold [45] zeigen, wie die Ummarkierung der Eckenmenge S
des t-Spanners G 1/O-effizient auf die Kantenmenge E von G abgebildet werden kann. Die-

ser Vorgang lasst sich im Kontext des cache-oblivious-Modells ebenso effizient realisieren:

6.4.5 Lemma ([45]). Sei eine eindeutige Ummarkierung der Eckenmenge S C RY eines
t-Spanners G = (S, E) gegeben. Dann kann jede gerichtete Kante e = (p,q) € E mit
der Markierung (I(p),1(q)) gekennzeichnet werden, wobei I(p) und l(q) die beiden neuen
Markierungen der Ecken p und q sind. Liegen die Kantenmenge E und ein Baum vor,
welcher die ummarkierten Ecken des t-Spanners in seinen Bldttern speichert, so konnen

alle Kanten mit O(sort(|E|)) Speichertransfers ummarkiert werden.

Beweis. Die ummarkierten Ecken aus S kénnen mit O(sort(|S])) Speichertransfers mit
Hilfe von Fuler-Tour-Techniken aus dem Baum extrahiert und anschliefend bzgl. ihrer
urspriinglichen Markierung sortiert werden. Indem alle Kanten aus E bzgl. der (urspriing-
lichen) Markierungen ihrer Anfangsecken sortiert und anschliefend zusammen mit der
zuvor erstellten Liste simultan durchlaufen werden, kénnen die Anfangsecken der Kan-
ten ummarkiert werden. Analog kann mit den Endecken verfahren werden. Der gesamte
Vorgang verursacht somit héchstens O(sort(|S|+|E|)) = O(sort(|E|)) Speichertransfers.[]

6.4.3 Der Ausdiinnungsalgorithmus

Anhand der in den vorherigen Unterabschnitten vorgestellten Techniken kann nun der
im cache-oblivious-Modell effiziente Ausdiinnungsalgorithmus beschrieben werden. Dieser
folgt zwar der in Abschnitt 6.2 vorgestellten allgemeinen Vorgehensweise, setzt diese jedoch
in einer leicht modifizierten Form um.

Analog zu Gudmundsson und Vahrenhold [45] wird zunéchst eine WSPD D = (T, R)
fiir die Eckenmenge S des gegebenen t-Spanners G = (S, E) bzgl. des Wertes s = 1((1 +
€)(8t + 4) + 4) berechnet. Die effiziente Berechnung der WSPD fiir S wird durch den in
Abschnitt 4.3 vorgestellten Algorithmus ermdglicht, welcher insgesamt O(sort(]S|)) Spei-
chertransfers verursacht. Wie in diesem Abschnitt beschrieben, wird die Realisation R =
{{41,B1},...,{Am, By} } der WSPD durch eine Menge Ry = {{vi,w1},...,{vm,wm}}

von Knotenpaaren {v;, w;} mit Knoten aus T reprisentiert.
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Die Knoten von 7" konnen anschlieffend mit Hilfe der in den Lemmata 6.4.3 und 6.4.4
vorgestellten Techniken markiert werden. Jedem inneren Knoten v wird dadurch ein Inter-
vall [ly, 7] C [1,]S]] und jedem Blatt eine Zahl aus {1, ..., |S|} zugeordnet. Die Markierung
der Knoten impliziert dann, wie oben beschrieben, eine Ummarkierung der Eckenmenge
S; jede Ecke p € S erhilt dadurch eine neue Markierung [(p). Die Ummarkierung der
Eckenmenge S erfiillt dabei die folgende Eigenschaft:

6.4.6 Lemma ([45]). Die obige Ummarkierung der Eckenmenge S erfillt die Eigenschaft,
dass jede Komponente C € {A;, B;} eines scharf getrennten Paars {A;, B;} der WSPD mit
einem Intervall [[(C),r(C)] korrespondiert, so dass die neue Markierung l(p) einer Ecke
p € S genau dann in [[(C),r(C)] liegt, wenn p € C gilt.

Beweis. Sei {A;, B;} ein scharf getrenntes Paar der WSPD und C' eine Komponente von
{A;, B;}. Nach Definition der WSPD gibt es in dem dazugehorigen fairen Aufteilungsbaum
T einen Knoten v mit o(v) = C. Da der faire Aufteilungsbaum ein mit der Menge S
verkniipfter Bindrbaum ist, sind die durch die Blitter des in v gewurzelten Teilbaums von
T dargestellten Punkte genau die Punkte aus C'. Weiterhin wurde dem Knoten v durch
den im Beweis zu Lemma 6.4.4 verwendeten Algorithmus ein Intervall [l,, r,] zugeordnet.
Mit [[(C),r(C)] = [ly, ry] bleibt dann

peC & Up) € ll,r]

Zu zeigen.

Sei zunéchst p € C. Nach Wahl von [[(C),r(C)] wird p durch ein Blatt in dem in v
gewurzelten Teilbaum von T' dargestellt, dessen Markierung I(p) in [l,, 7] liegt, vgl. Lemma
6.4.4. Es folgt also p € C = l(p) € [ly, ro]-

Die Riickrichtung kann durch Kontraposition, also durch p ¢ C = l(p) & [ly, ry] gezeigt
werden. Dies gelingt durch einen Widerspruchsbeweis: Gelte also p ¢ C und I(p) € [ly, r2].
Da die Bléatter nach Lemma 6.4.3 in einer von-links-nach-rechts-Ordnung markiert sind,
muss fiir alle ¢ € C entweder I(q) > I(p) oder I(¢) < I(p) gelten. O.B.d. A. gelte I(q) < I(p)
fiir alle ¢ € C. Mit ljnq, sei die maximale Markierung aller Punkte aus C' bezeichnet,
d.h. lypee = maxgec l(q). Es liegen somit alle Markierungen [(¢) in dem Intervall Iy, lmaq)-
Da lpaz < U(p) < 7y gilt, fithrt dies zu einem Widerspruch zur Minimalitidt des Intervalls
[ly, 0], vgl. Lemma 6.4.4. Es gilt also p ¢ C = (p) ¢ [lv,ry] und somit I(p) € [ly,ry] =
peC. O

Die Ummarkierung der Eckenmenge S kann nach Lemma 6.4.5 mit O(sort(|E|)) Speicher-
transfers auf die Kantenmenge E abgebildet werden. Dadurch 1dsst sich jede (gerichtete)
Kante (p,q) € E mit einem Punkt M, .y = (I(p),l(q)) € {1,...,[S|} x {1,...,|S|} identi-
fizieren.

Um die Kantenmenge des gesuchten ausgediinnten Graphen G’ zu konstruieren, wihlen
Gudmundsson und Vahrenhold [45] anschlieffend fiir jedes scharf getrennte Paar {A;, B;}
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Abbildung 6.8: Abbildung (a) zeigt eine (gerichtete) Kante e = (p, ¢), deren Endecken durch ein
scharf getrenntes Paar {4;, B;} getrennt werden. Das Paar {A;, B;} wird dabei durch ein unge-
ordnetes Knotenpaar {v;, w;} und die Ecken p und ¢ durch zwei Blatter v und w des zugehérigen
fairen Aufteilungsbaums T représentiert. Abbildung (b) zeigt die durch die Markierungstechniken
induzierten Rechtecke und Punkte. Das ungeordnete Knotenpaar {v;,w;} korrespondiert dabei
mit den beiden Rechtecken [l,,,7y,] X [lw;sTw,] und [ly,, 7w,] X [lv;,70;]. Die rot gekennzeichne-
te Kante e = (p,q) wird anhand der Markierungstechniken auf den rot gekennzeichneten Punkt
M, 4 = (I(p),1(q)) und die Kante € = (¢, p) auf den Punkt M,y = (I(q),(p)) abgebildet.

der WSPD jeweils genau eine der Kanten von E aus, deren Endpunkte durch das Paar
getrennt werden (falls eine solche existiert). Die Kantenmenge E’ von G’ besteht dann
aus allen ausgewdhlten Kanten. Da die Grofe der Realisation in O(|S]) liegt, gilt wie
gewiinscht |E’| € O(]S|). Die I/O-effiziente Auswahl der Kanten gelingt Gudmundsson
und Vahrenhold [45] mit Hilfe von speziellen Bereichsanfragen, die durch das folgende
Korollar motiviert werden, vgl. Abbildung 6.8:

6.4.7 Korollar ([45]). Sei S C RY eine endliche Punktmenge aus dem R?, eine bzgl.
eines Wertes s > 0 scharf getrennte Realisation R = {{A1, B1},...,{Ak, Bx}} von S® S,
ein t-Spanner G = (S, E) mit t > 1 und ein fairer Aufteilungsbaum T wvon S gegeben.
Sind die Knoten aus T und die FEcken aus S wie oben beschrieben markiert, dann gilt
fir ein Knotenpaar {v;,w;} mit o(v;) = A; und o(w;) = B; und eine gerichlete Kante

e=(p,q) € E:
peA N qeB; <= Up) € llyre,] N UQq) E [lw;sTw,]

Sei nun die Menge & mit € = {M, o) | (p,q) € E} mit M, ,y = (I(p),1(q)) € {1,...,[S]} x
{1,...,|5]} gegeben. Ein Paar {A;, B;} der berechneten WSPD wird durch ein ungeordne-

tes Paar {v;, w;} von Knoten des zugehérigen fairen Aufteilungsbaums reprisentiert. Das
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Funktion PRUNESPANNER-CACHE(G, ¢)

Eingabe: Ein t-Spanner G = (S, E) (t > 1) mit endlicher Eckenmenge S C R? und eine reelle
Konstante € > 0.
Ausgabe: Ein (1 + ¢)-Spanner G’ = (S, E’) von G mit |E'| € O(|S)).
1. E'=10
2: Berechne mit Hilfe des Algorithmus aus Abschnitt 4.3 eine WSPD D =
(T,{{A1, B1}, ..., {Am, Bm}}) von S bzgl. des Wertes s = L((1+¢)(8t +4) +4).
3: Markiere die Knoten des fairen Aufteilungsbaums 7" mit Hilfe der in den Beweisen zu Lemma
6.4.3 und Lemma 6.4.4 verwendeten Algorithmen um. Durch die Markierung der Blétter von
T wird jeder Ecke p € S eine Zahl I(p) € {1,...,S} zugeordnet.

4: Bilde mit Hilfe des Algorithmus aus Lemma 6.4.5 die Markierung der Eckenmenge S auf die
Kantenmenge E ab. Jede gerichtete Kante ¢ = (p,q) € E kann dadurch mit einem Punkt
My,.q) = (l(p),1(q)) € {1,...,5} x {1,..., S} identifiziert werden.

Konstruiere die Punktmenge € = {(I(p),l(¢)) € {1,...,|S|} x{1,...,5} | (p,q) € E}.
Konstruiere die Anfragemenge Q = {[lv;, 7v;] X [lw; s Tw;] | € {1,...,m}}.

Wihle fiir jedes Anfragerechteck R € Q mit RNE # ) genau einen Punkt M, ,y € RNE aus.
Fiige fiir jeden in Schritt 7 ausgewdhlten Punkt M, ,) die zugehdrige ungerichtete Kante

{p, q} € E der Kantenmenge E’ hinzu.
9: return G' = (S, E')

Algorithmus 6.3: Ausdiinnungsalgorithmus im cache-oblivious-Modell

geordnete Paar (v;, w;) korrespondiert weiterhin nach obigem Korollar mit dem Bereich
[Lo; s ;] X [l Tw;] € [1,]S]] x [1,|S]]- Fiihrt man nun fiir die durch die geordneten Paare
{(v1,w1),..., (vg,wy)} induzierten Rechtecke Q = {[ly,, 7v;] X [lw;sTw;] | 7 € {1,...,m}}
jeweils eine Bereichsanfrage auf der Menge £ durch und gibt fiir jedes Anfragerechteck
R € Q@ mit RNE # () genau einen Punkt Mgy, € €N R aus, so stellt die durch die
Menge A aller ausgegebenen Punkte dargestellte Kantenmenge {{p,q} | M, € A} die
Kantenmenge E’ des gesuchten diinn besetzten (1 4+ ¢)-Spanners G’ = (S, E') von G dar.3

Die fiir dieses Verfahren bendtigte Menge £ kann dabei durch den in Lemma 6.4.5 vorge-
stellten Algorithmus mit O(sort(|E|)) Speichertransfers berechnet werden. Entsprechend
kann die Anfragemenge Q = {[ly,, 7v,] X [lw;sTw;] | © € {1,...,m}} effizient konstruiert
werden: Durch die Markierung von 7" wurde jedem Knoten v ein Intervall [l,,, r,] zugeord-
net. Diese Markierung kann analog zu Lemma 6.4.5 auf die Menge Ry = {{v1,w1},...,
{vm, wm }} der die Realisation darstellenden Menge von Knotenpaaren mit Hilfe von zwei

Sortier- und Traversierungsschritten tibertragen werden. Da m € O(|S|) gilt, verursacht die

37u beachten ist hierbei, dass die Kantenmenge E des t-Spanners G nach Definition eines ungerichte-
ten Graphen zu jeder (gerichteten) Kante (p, ¢) auch die entsprechende Zwillingskante (g,p) enthilt, vgl.
Abbildung 6.8. Fiir jede durch einen Ausgabepunkt M, ,) € £N R dargestellte gerichtete Kante (p,q) € E
wird die ungerichtete Kante {p, ¢} der Kantenmenge von E’ hinzugefiigt.
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Konstruktion der Anfragemenge Q somit héchstens O(sort(|S])) Speichertransfers. Nach
Lemma 6.4.2 werden weiterhin fiir die Bearbeitung aller |Q| Anfragen auf der Menge £
hochstens O(sort(|€])) = O(sort(|E|)) Speichertransfers benotigt.

Der Aufbau des gesamten Algorithmus zur Ausdiinnung eines ¢-Spanners G' wird durch
die Funktion PRUNESPANNER-CACHE (Algorithmus 6.3) zusammengefasst. Die Anwen-
dung dieser Funktion auf einen t-Spanner G = (.5, E) mit ¢ > 1 und eine beliebige reelle
Konstante € > 0 verursacht hochstens O(sort(|E|)) Speichertransfers und produziert einen
(14 e)-Spanner G' = (S, E’) von G mit |E'| € O(|S|).

Insgesamt erhédlt man also im Kontext des cache-oblivious-Modells analog zum Ergebnis

von Gudmundsson und Vahrenhold [45] das folgende Ergebnis:

6.4.8 Theorem. Sei eine endliche Punktmenge S C RY und ein t-Spanner G = (S, E)
mit t > 1 gegeben. Dann kann fir jede reelle Konstante ¢ > 0 mit O(sort(|E|)) Speicher-
transfers ein (1 + ¢)-Spanner G' = (S, E') von G mit |E’| € O(|S|) berechnet werden.



Kapitel 7
Implementierung

Im Rahmen dieser Arbeit wurde eine programmtechnische Realisierung der in den Kapiteln
5 und 6 vorgestellten Verfahren zur Konstruktion und Ausdiinnung von Spanner-Graphen
durchgefiihrt. Diese Umsetzung der Konstruktions- und Ausdiinnungsverfahren wird im
Folgenden kurz erldutert.

In Abschnitt 7.1 wird zunéchst auf die Zielsetzung der programmtechnischen Rea-
lisierung und auf die bei der Umsetzung verwendeten (externen) Softwarebibliotheken
eingegangen. In Abschnitt 7.2 werden einige Details der Implementierung der relevanten
Algorithmen gegeben. Der Funktionsumfang der programmtechnischen Realisierung wird
anschliefend in Abschnitt 7.3 besprochen. In Abschnitt 7.4 werden abschliefend einige

Spanner-Graphen prisentiert, die mit Hilfe des Programms erzeugt werden kénnen.

7.1 Grundlegendes

Das Programm GraphAnalyser stellt die programmtechnische Realisierung dar und wurde
in der Programmiersprache Java verfasst. Mit Hilfe dieses Programms kann die Arbeitswei-
se der in dieser Arbeit besprochenen Konstruktions- und Ausdiinnungsverfahren bei An-
wendung auf Punktmengen aus dem R? bzw. auf Graphen mit Eckenmengen aus dem R?
visualisiert werden. Eine ausfithrbare jar-Datei, der zugehorige Programmcode, verwende-
te Softwarebibliotheken sowie weitere relevante Dateien liegen der Arbeit in elektronischer

Form bei.

7.1.1 Zielsetzung

Das Ziel bei der Umsetzung der Konstruktions- und Ausdiinnungsverfahren bestand darin,
durch eine programmtechnische Realisierung eine qualitative und quantitative Beurteilung
der Arbeitsweise der Konstruktions- und Ausdiinnungsverfahren und der mit Hilfe die-
ser Verfahren konstruierbaren Spanner-Graphen zu erhalten. Eine asymptotisch optimale

Umsetzung der entsprechenden Verfahren war nicht erforderlich.

133
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7.1.2 Verwendete Bibliotheken

Das Programm greift auf die Softwarebibliothek Java Universal Network/Graph (JUNG)
[46] zuriick. Die JUNG-Bibliothek ist eine freie Softwarebibliothek und vereinfacht die
Modellierung, Analyse und Visualisierung von Daten, die als Graphen oder Netzwerke
dargestellt werden kénnen. Eine Beschreibung dieser Bibliothek und deren Eigenschaften
findet sich z.B. in der Arbeit von Madadhain et al. [50].

Die JUNG-Bibliothek greift selbst auf drei weitere Bibliotheken zurtick: Die erste ist die
Commons Collections-Bibliothek [3], welche die Java-API fiir Sammlungen von Objekten
erweitert. Die zweite Bibliothek ist die Colt-Bibliothek [31], welche aus einer Reihe von klei-
neren Bibliotheken besteht, die fiir wissenschaftliche und technische Berechnungen genutzt
werden konnen. Die dritte Bibliothek ist die Xerces-Bibliothek [4]. Diese stellt Funktionen
fiir das Parsen einiger Datenstrukturen der JUNG-Bibliothek in das XML-Format [58] und
vice versa bereit.

Sowohl fiir den Export von erstellten Graphen in das EPS- bzw. JPG-Format als auch fiir
den Aufbau der Mentistruktur des Programms GraphAnalyser wurde in Teilen zusétzlich
zu den oben angefiihrten Bibliotheken von dritter Seite erstellter Programmcode {ibernom-
men bzw. adaptiert. Auf diese iibernommenen bzw. adaptierten Programmcode-Fragmente

wird jeweils explizit in den jeweiligen Kopfzeilen der Programmcode-Dateien hingewiesen.

7.2 Implementierungsdetails

In diesem Abschnitt sollen kurz einige Details der Implementierung der Algorithmen be-
schrieben werden. Dazu wird zunéchst auf die Datenstrukturen eingegangen, die diesen

Implementierungen zugrunde liegen.

7.2.1 Datenstrukturen

Die JUNG-Bibliothek stellt unter anderem Datenstrukturen zur Speicherung von Graphen
einschlieflich deren Ecken und Kanten bereit. Zudem kann mit Hilfe sogenannter Prddi-
kate (predicates) die Konsistenz der Graphen, Ecken und Kanten iiberpriift bzw. aufrecht
erhalten werden.!

Im Kontext der JUNG-Bibliothek ist ein Pradikat ein Ausdruck, der bei Anwendung
auf ein Objekt entweder wahr oder falsch ist. Informell beschrieben kénnte ein Pradikat fiir
Kanten von der Form ,,e.isDirected()“ sein, wobei e in diesem Fall das entsprechende an
das Pradikat iibergebene Objekt ist. In diesem Fall wiirde eine Kante anhand des Pradikats

also daraufhin iiberpriift werden, ob sie gerichtet ist.

IMit Hilfe dieser Pradikate wird z. B. sichergestellt, dass in einem ungerichteten Graphen keine gerich-

teten Kanten gespeichert werden kénnen.
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Fiir die Repréasentation geometrischer bzw. euklidischer Graphen wurde die Datenstruk-
tur der JUNG-Bibliothek fiir ungerichtete Graphen um die entsprechenden geometrischen
Informationen fiir die Fcken erweitert. Die Linge einer Kante eines euklidischen Graphen
wird dabei implizit durch die geometrischen Informationen ihrer beiden Endecken gespei-
chert. Die Konsistenz geometrischer bzw. euklidischer Graphen wird dabei ebenfalls mit

Hilfe spezieller Pradikate sichergestellt.

7.2.2 Algorithmen

Alle in diesem Abschnitt vorgestellten Implementierungen operieren auf Punktmengen aus
dem R2.

Fairer Aufteilungsbaum

Die Implementierung zur Berechnung eines fairen Aufteilungsbaums einer endlichen Punkt-
menge P aus dem R? orientiert sich an dem asymptotisch suboptimalen Algorithmus aus
Abschnitt 4.2.1: Gilt |P| = 1, so wird der aus einem Knoten bestehende faire Aufteilungs-
baum T konstruiert. Ansonsten wird in einem ersten Schritt das Begrenzungsrechteck R(P)
bestimmt. Dieses Rechteck wird anschliefend durch diejenige Hyperebene in zwel geome-
trisch gleich groke Hilften Ry und Ry aufgeteilt, welche senkrecht zur imax(P)-ten Koor-
dinatenachse steht. Fiir die beiden Punktmengen P, = PN R; und P, = PN Ry werden
danach rekursiv zwei faire Aufteilungsbdume 77 und 75 bestimmt. Der durch die Imple-
mentierung berechnete faire Aufteilungsbaum T’ besteht dann aus einem Wurzelknoten v

und den beiden in v gewurzelten Badumen 77 und 7T5.

Well-Separated Pair Decomposition

Die Implementierung zur Berechnung einer WSPD D = (T, R) einer endlichen Punktmenge
P C R? bzgl. eines Wertes s € RT stimmt weitgehend mit dem in Abschnitt 4.2 vorgestell-
ten Algorithmus tiberein: Es wird zunéchst ein fairer Aufteilungsbaum T der Punktmenge
P berechnet, mit dessen Hilfe anschliekend eine bzgl. s scharf getrennte Realisation R von
P ® P bestimmt wird. Analog zu Callahan [25] wird bei der Berechnung der Realisation
auf eine alternative Definition des Begriffs ,scharf getrennt* zuriickgegriffen. Nach dieser
alternativen Definition sind zwei Punktmengen A C R? und B C R? scharf getrennt bzgl.

eines Wertes s € RT, wenn
d(a,b) — (r1 +re) > s - max(ry, r2)

gilt. Dabei ist a bzw. b das Zentrum von R(A) bzw. R(B) und 71 bzw. ro der Radius
der kleinsten 2-Kugel mit Mittelpunkt a bzw. b, welche R(A) bzw. R(B) enthilt, vgl.
Abbildung 7.1.
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Abbildung 7.1: Alternative Definition des Begriffs ,scharf getrennt

Wie Callahan bemerkt, sind zwei Punktmengen, welche nach dieser neuen Definition
scharf getrennt sind, ebenfalls nach der alten Definition dieses Begriffs scharf getrennt.
Die mittels dieser alternativen Definition berechneten Realisationen erfiillen dabei diesel-
ben (gewiinschten) Eigenschaften wie die Realisationen, welche mittels der urspriinglichen
Definition entstehen, vgl. Callahan [25].

Dilatation

Fiir die Implementierung des Ausdiinnungsverfahrens wird ein Verfahren benétigt, welches
die Dilatation eines gegebenen Spanner-Graphen bestimmt. Dieses Verfahren ist wie folgt
aufgebaut: Um die Dilatation eines gegebenen Graphen G = (S, F) zu bestimmen, wird fiir
jedes Paar p,q € S verschiedener Ecken der kiirzeste Weg zwischen p und ¢ bestimmt und
mit Hilfe der Linge dg(p,q) dieses Weges und dem FEuklidischen Abstand d(p, q) beider
Ecken eine Variable ¢ aktualisiert: Der initiale Wert von ¢ betragt (negativ) unendlich. Gilt
da(p,q)/d(p,q) > t, so erhélt t den (neuen) Wert dc(p, q)/d(p, q).

Nach diesem verschachtelten Durchlauf ist in der Variablen ¢ die Dilatation des Gra-
phen gespeichert. Fiir die Berechnung des kiirzesten Weges zwischen zwei voneinander
verschiedenen Ecken aus S wird dabei auf die Implementierung des Dijkstra-Algorithmus
[32] der JUNG-Bibliothek zurtickgegriffen.

Konstruktionsalgorithmus

Die Implementierung zur Konstruktion eines diinn besetzten (1 + ¢)-Spanners (¢ > 0)
fiir eine endliche Punktmenge S C R? orientiert sich an den in Kapitel 5 vorgestellten
Konstruktionsverfahren: Im ersten Schritt wird anhand der obigen Implementierung eine
WSPD D = (T,R) von S bzgl. des Wertes s = £ berechnet. Im zweiten Schritt wird
dann fiir jedes Paar {4;, B;} der Realisation R = {{A;, B1},...,{Ag, Br}} ein (beliebiges)
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Paar {a;,b;} mit a; € A; und b; € B; der Kantenmengen des zu berechnenden Graphen

hinzugefiigt.?

Ausdiinnungsalgorithmus

Der Aufbau der Implementierung zur Ausdiinnung eines gegebenen t-Spanners G = (S, E)
(t > 1), d.h. zur Konstruktion eines diinn besetzten (1 + £)-Spanners (¢ > 0) G' = (S, E')
von G, entspricht dem in Kapitel 6 vorgestellten Algorithmus 6.1: In einem ersten Schritt
wird mittels der obigen Implementierung die Dilatation von G bestimmt. Anschliefend
wird eine WSPD D = (T, R) von S bzgl. des Wertes s = L((1+¢)(8t +4) + 4) berechnet.
Fiir jedes Paar {A;, B;} der Realisation R = {{A41,B1},...,{Ak, Bx}} wird hiernach ein
Paar {a;,b;} mit a; € A; und b; € B; ausgewihlt und die Kantenmenge E traversiert.
Erfiillt dabei eine Kante e € E die Bedingung (i) oder (ii) aus Abschnitt 6.1, so wird
die Kante e einer globalen Menge hinzugefiigt, der aktuelle Durchlauf der Kantenmenge
E abgebrochen und mit dem néchsten Paar der Realisation fortgefahren. Die nach dieser
verschachtelten Traversierung in der globalen Menge gespeicherten Kanten entsprechen

dann den Kanten des ausgediinnten Graphen.

7.3 Programm

Das Programm GraphAnalyser kann auf jedem System ausgefiihrt werden, auf dem eine
Java-Laufzeitumgebung (JRE) der Version 5.0 installiert ist. Ein Programmaufruf in der

Kommandozeile des Systems hat im Allgemeinen die Form java -jar GraphAnalyser.jar.

7.3.1 Funktionsumfang

In Abbildung 7.2 wird ein Bildschirmfoto des Programms GraphAnalyser gegeben. Mit
Hilfe des Programms kénnen Graphen (automatisch) erzeugt, bearbeitet, gespeichert und
geladen werden. Das Hauptaugenmerk des Programms liegt dabei in der Anwendung der

oben beschriebenen Algorithmen auf entsprechende Graphen.

Erzeugung von Graphen

Das Programm GraphAnalyser stellt zwei verschiedene Moglichkeiten zur Erzeugung von
neuen Graphen bereit: Zum Einen kénnen Graphen ,per Hand“ erstellt werden, d.h. neue
Graphen kénnen durch sukzessives Hinzufiigen von Ecken und Kanten konstruiert werden.

Zum Anderen konnen neue Graphen mit Hilfe von Generatoren automatisch erzeugt wer-

2Entsprechende Reprisentanten sind dabei in den jeweiligen Objekten gespeichert. Weiterhin wird der
Implementierung ein Parameter ¢ = 1 4+ ¢ mit € > 0 iibergeben und anschliefend eine WSPD bzgl.

s =441 = 844 herechnet.
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Abbildung 7.2: Bildschirmfoto des Programms

den. Das Programm stellt dabei zwei Generatoren zur automatischen Konstruktion von

Graphen bereit, deren Ecken
o gleichmifig verteilt auf dem Rand eines vorgegebenen Kreises liegen, bzw.
e zufallsbasiert verteilt in einem vorgegebenen Rechteck liegen.

Zudem kann bei beiden Generatoren durch einen Parameter bestimmt werden, wie viele
Kanten der zu konstruierende Graph besitzen soll. Die entsprechende Menge an Kanten

wird dann automatisch und zufallsbasiert vom Generator erzeugt.

Ein- und Ausgabe

Erzeugte Graphen konnen geladen und gespeichert werden. Das Programm greift dabei auf
das GraphML-Format [41]| zuriick, welches ein XML-Format zur Speicherung von Graphen

ist.

Algorithmen

Auf einen erzeugten Graphen konnen die oben beschriebenen Algorithmen angewendet
werden. Dabei kann ein Graph analysiert (Fairer Aufteilungsbaum, WSPD, Dilatation)
und ausgediinnt (Ausdiinnungsalgorithmus) oder aus einer Menge von Punkten ein (diinn

besetzter) Spanner-Graph konstruiert (Konstruktionsalgorithmus) werden.
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Export von Ergebnissen

Fiir den Export von (grafischen) Ergebnissen stellt das Programm GraphAnalyser zwei
Formate zur Verfligung: Das EPS- und das JPG-Format.

Mit Hilfe des EPS-Formats kénnen die Visualisierungen von Graphen als Vektorgrafik
gespeichert werden. Die anhand dieses Formats erzeugten Grafiken kénnen ohne Qualitéts-
verlust stufenlos skaliert werden, jedoch gehen grafische Effekte der Visualisierungen der
Graphen wie z. B. Antialiasing verloren.

Im Gegensatz zum EPS-Format werden beim Export von Graphen mittels des JPG-
Formats die grafischen Effekte der Visualisierungen zwar erfasst, jedoch hingt die Qualitét

der Grafik von der gew#hlten Auflésung ab.

7.3.2 Bedienung

Die Bedienung des Programms GraphAnalyser ist weitgehend intuitiv und soll hier nicht
besprochen werden. Eine Bedienungsanleitung fiir die grundlegenden Funktionen des Pro-

gramms findet sich unter dem Meniipunkt Hilfe->Erste Schritte.

7.4 Ergebnisse

In diesem Abschnitt sollen einige Spanner-Graphen genauer untersucht werden, welche
mit Hilfe des Programms GraphAnalyser konstruiert wurden. Weitere Beispiele sind im

Anhang dieser Arbeit zu finden.

7.4.1 Konstruktion von Spanner-Graphen

In den Abbildungen 7.3 (a)—(d) werden vier Spanner-Graphen gezeigt, die durch Anwen-
dung des Konstruktionsalgorithmus auf dieselbe Punktmenge jedoch mit verschiedenen
Parametern ¢ > 1 (maximal erlaubte Dilatation des erzeugten Spanner-Graphen) erzeugt
wurden. Die Punktmenge S C R? besteht dabei aus 100 Punkten, die gleichmifig auf
dem Rand eines Kreises angeordnet sind. In Abbildung 7.4 (a) bzw. 7.4 (b) wird die zu-
gehorige Partitionierung der Punktmenge bzw. der zugehorige faire Aufteilungsbaum der
Punktmenge dargestellt, welche bzw. welcher durch Anwendung der Implementierung zur

Konstruktion eines fairen Aufteilungsbaums entsteht.

7.4.2 Ausdiinnung von Spanner-Graphen

In den Abbildungen 7.5 (a)—(e) wird die Anwendung des Ausdiinnungsalgorithmus auf
einen vollstindigen Graphen fiir eine Punktmenge S C R? dargestellt. Der vollstindige
Graph besitzt 780 Kanten. Die Anwendung des Ausdiinnungsalgorithmus auf den voll-
stdndigen Graphen (Abbildung 7.5 (b)) mit Parameter ¢ = 4 liefert z.B. einen Spanner-
Graphen, welcher 319 Kanten und eine Dilatation von A(G) ~ 1.181 besitzt (Abbildung
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7.5 (d)). Der ausgediinnte Spanner-Graph besitzt also (nur) ~ 40, 1% der urspriinglichen

Kanten.
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(a) t = 1000, |S| = 100, |E| = 533, A(G) ~ 1.304  (b) t = 10, |S| = 100, |E| = 565, A(G) ~ 1.287

(c) t=2,|S| =100, |E| = 1249, A(G) ~ 1.164  (d) t = 1.2, |S| = 100, |[E| = 3251, A(G) ~ 1.065

Abbildung 7.3: Die Eckenmenge S der obigen Spanner-Graphen besteht jeweils aus 100 Punk-
ten, die gleichmifkig auf dem Rand eines Kreises verteilt liegen. Die Kantenanzahl wie auch die
Dilatation der jeweiligen Spanner-Graphen variieren bei unterschiedlicher Wahl des Parameters
t>1.
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(b)

Abbildung 7.4: Ein zu der Punktmenge aus den Abbildungen 7.3 (a)-(d) gehorender fairer Auf-
teilungsbaum (a) und die entsprechende Partitionierung der Punktmenge (b).
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(a) Punktmenge S C R? mit |S| = 40 Punkten

(b) Der vollstandige Graph fiir S: |S| = 40, |E| = 780, A(G) = 1.0

(¢) Anwendung des Ausdiinnungsalgorithmus auf den vollstindigen Graphen mit Parameter
e =1: || = 40, | E| = 396, A(G) ~ 1.108

(d) Anwendung des Ausdiinnungsalgorithmus auf den vollstdndigen Graphen mit Parameter
e =4: |S| =40, |E| =319, A(G) =~ 1.181

(e) Anwendung des Ausdiinnungsalgorithmus auf den vollstindigen Graphen mit Parameter
€ =1000: |S| =40, |E| =287, A(G) ~ 1.250

Abbildung 7.5: Anwendung des Ausdiinnungsalgorithmus auf einen vollstéindigen Graphen
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Kapitel 8

Zusammenfassung und Ausblick

8.1 Zusammenfassung

Das Hauptanliegen der Arbeit war die Ubertragung der im RAM- bzw. 1/O-Modell for-
mulierten Algorithmen zur Konstruktion diinn besetzter bzw. zur Ausdiinnung dichter
Spanner-Graphen in das cache-oblivious-Modell. Die entsprechenden Komponenten der
einzelnen Algorithmen sollten dazu so realisiert werden, dass sie im Kontext des cache-
oblivious-Modells eine moglichst gute asymptotische Komplexitit besitzen. Zur Veran-
schaulichung der Arbeitsweise der Konstruktions- und Ausdiinnungsalgorithmen sollte zu-
dem eine programmtechnische Realisierung durchgefithrt werden, der die Konstruktions-
und Ausdiinnungsverfahren zugrunde liegen.

Im Folgenden werden die Inhalte und Ergebnisse dieser Arbeit kurz zusammengefasst:

e In Kapitel 2 wurde der konzeptionelle Aufbau der Speicherhierarchien moderner
Computerarchitekturen behandelt. Dabei wurde begriindet, weshalb bei Bearbei-
tung grofser Datenmengen der Transfer von Daten und nicht die Anzahl der von
der CPU ausgefiihrten Operationen fiir die tatsichliche Laufzeit eines Algorithmus

verantwortlich sein kann.

Im Gegensatz zum RAM-Modell erfassen sowohl das I/O- als auch das cache-oblivious-
Modell diese Problematik beim Umgang mit massiven Datenmengen, d.h. sie beriick-
sichtigen im Gegensatz zum RAM-Modell die charakteristischen Eigenschaften mo-
derner Speicherhierarchien. Zusétzlich zu einer Beschreibung beider Modelle wurde in
Kapitel 2 auf die Vorteile des cache-oblivious-Modells im Vergleich zum I/0-Modell

und zu anderen Mehrspeichermodellen eingegangen.

e Diese Vorteile des cache-oblivious-Modells gegeniiber anderen Mehrspeichermodel-
len fithrten dazu, dass sich viele Autoren mit im Kontext dieses Modells effizienten

Algorithmen und Datenstrukturen beschéftigt haben.

145
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In Kapitel 3 wurden einige dieser Algorithmen und Datenstrukturen, die im Rahmen
der Arbeit von Bedeutung waren, ausfiihrlich beschrieben und analysiert. Zudem
wurde auf allgemeine Entwurfs- und Analysetechniken eingegangen, die im Kontext

des cache-oblivious-Modells hiufig Anwendung finden.

Das Ergebnis der Uberlegungen in Kapitel 4 stellt ein im Kontext des cache-oblivious-
Modells effizientes Verfahren dar, mit dessen Hilfe fiir eine endliche nicht-leere Punkt-
menge aus dem R? eine WSPD linearer Gréfe berechnet werden kann. In Hinblick
auf dieses effiziente Verfahren wurden zu Beginn des Kapitels 4 formale Grundlagen
geschaffen und der von Callahan und Kosaraju |25, 27| entwickelte und im RAM-

Modell effiziente Algorithmus beschrieben und analysiert.

Der iiberwiegende Teil dieses Kapitels beschiftigte sich mit der Ubertragung des
I/O-effizienten Verfahrens von Govindarajan et al. [40] in das cache-oblivious-Modell.
Weite Teile des 1/O-effizienten Verfahrens konnten dabei ohne Verénderung iibernom-
men werden. Einige Anderungen mussten jedoch an denjenigen Stellen vorgenommen
werden, an denen die im I/O-Modell bekannten Belegungen der Parameter M und
B verwendet wurden bzw. an denen Datenstrukturen eingesetzt wurden, zu denen

(noch) kein entsprechendes Pendant im cache-oblivious-Modell existiert.

Alle in Kapitel 4 vorgestellten Algorithmen zur Berechnung einer WSPD berechnen
eine WSPD linearer Grofe. Der Nutzen einer linearen Grofe dieser Datenstruktur
begriindet sich darin, dass zur Losung einiger geometrischer Probleme jeweils eine
konstante Anzahl von Berechnungen auf einem Paar {A4;, B;} einer Realisation fiir
die zu untersuchende Punktmenge aus dem R? ausreicht, und nicht |A4;| - |B;| Berech-

nungen auf der Menge A; ® B; durchgefiithrt werden miissen.

Eines dieser geometrischen Probleme ist die Konstruktion von diinn besetzten (1+¢)-
Spannern (¢ > 0) fiir endliche Punktmengen aus dem R?. Dieses Problem wurde
ausfiihrlich in Kapitel 5 diskutiert. Ergebnis der Uberlegungen in diesem Kapitel
war ein effizientes cache-oblivious-Verfahren zur Konstruktion eines solchen Spanner-
Graphen, welches sich direkt aus dem effizienten cache-oblivious-Verfahren zur Be-

rechnung einer WSPD ergab.

Ein mit der Konstruktion von diinn besetzten (1 + ¢)-Spannern verwandtes Pro-
blem stellt die Ausdiinnung von dichten Spanner-Graphen dar. Dieses Problem wur-
de in Kapitel 6 thematisiert. Der grofite Teil dieses Kapitels befasste sich dabei mit
der Ubertragung des I/O-effizienten Verfahrens von Gudmundsson und Vahrenhold
[45] in das cache-oblivious-Modell. Die algorithmischen Bausteine des I/O-effizienten
Algorithmus konnten dazu weitgehend iibernommen werden. Einer gesonderten Be-
trachtung musste man lediglich die Bearbeitung von speziellen Bereichsanfragen un-

terzichen.
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Wie auch bei der Konstruktion von diinn besetzten Spanner-Graphen erwies sich die
Berechnung der WSPD bei der Ausdiinnung dichter Spanner-Graphen als wesentli-
cher Bestandteil aller in Kapitel 6 vorgestellten Algorithmen.

e Zur Veranschaulichung der Arbeitsweise der Konstruktions- und Ausdiinnungsalgo-
rithmen wurde eine programmtechnische Realisierung umgesetzt. Diese Realisierung
wurde in Kapitel 7 kurz beschrieben. Dabei wurde neben der Beschreibung einiger
Details bei der Implementierung relevanter Algorithmen auch auf die Programmfunk-
tionen des Programms und auf einige mittels der implementierten Konstruktions- und

Ausdiinnungsalgorithmen erhaltenen Ergebnisse eingegangen.

8.2 Ausblick

Abschliefiend sollen kurz zwei mogliche Themenbereiche skizziert werden, die durch die

Ergebnisse dieser Arbeit motiviert werden:

e Wie viele Arbeiten [25, 36, 37, 43, 48] zeigen, erweist sich bei der Bearbeitung von geo-
metrischen Problemen die WSPD-Datenstruktur héufig als Schliissel zur effizienten
Losung dieser Probleme. Da die meisten dieser Probleme bisher nur im Kontext des
RAM- bzw. 1/O-Modells betrachtet wurden, fiihrt das in dieser Arbeit vorgestellte
effiziente cache-oblivious-Verfahren zur Berechnung einer WSPD linearer Groéke di-
rekt zu der Frage, ob sich die im RAM- bzw. I/O-Modell vorhandenen Algorithmen

zur Losung dieser Probleme in das cache-oblivious-Modell iibertragen lassen.

e EKin weiterer Themenbereich ergibt sich aus den Ergebnissen des Kapitels 6. Bei
der Ubertragung des 1/O-effizienten Verfahrens von Gudmundsson und Vahrenhold
[45] zur Ausdiinnung eines Spanner-Graphen wurde die Bearbeitung von (speziellen)
orthogonalen Bereichsanfragen ausfiihrlich diskutiert. Das effiziente cache-oblivious-
Verfahren zur Bearbeitung der speziellen orthogonalen Bereichsanfragen war dabei
Bestandteil des am Ende des Kapitels 6 vorgestellten cache-oblivious-Ausdiinnungs-
algorithmus: In Schritt 7 des Algorithmus 6.3 wurde fiir jedes Anfragerechteck R € Q
mit RN E # ) genau ein Punkt M, ;) aus RN E ausgewdhlt.

Diese spezielle Auswahl scheint auf den ersten Blick nétig zu sein, da bei Verwendung
des urspriinglichen Algorithmus zur Bearbeitung der Bereichsanfragen, welcher fiir
jedes Rechteck R € Q alle Punkt-Rechteck-Kombinationen (R,p) mit p € RN E
ausgibt, die Méchtigkeit der Ausgabemenge solcher Anfragen i.A. nicht besser als
durch die Schranke O(|Q| - |€|) begrenzt werden kann. Bei genauerer Betrachtung
der Menge Q stellt sich jedoch heraus, dass aufgrund der Eigenschaften der WSPD
die Rechtecke aus Q disjunkt sein miissen. Demnach kann die Ausgabemenge auch bei
Verwendung des urspriinglichen Algorithmus hochstens eine Méchtigkeit von O(|€])

besitzen.
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Die Verwendung des speziellen Algorithmus zur Bearbeitung der Bereichsanfragen ist
also in diesem Fall nicht zwingend erforderlich, kann jedoch als Vorbereitung auf die
Frage gesehen werden, ob die Komplexitét des Ausdiinnungsalgorithmus im Kontext
des cache-oblivious-Modells zu O(scan(|E|) + sort(]S|)) Speichertransfers verbessert

werden kann, vgl. auch Gudmundsson und Vahrenhold [45].



Anhang A

Weitere Beispiele

(a) Partitionierung

(b) Fairer Aufteilungsbaum

Abbildung A.1: In Abbildung (a) wird die Partitionierung einer Punktmenge in der Ebene
dargestellt. Der zugehorige faire Aufteilungsbaum wird in Abbildung (b) gezeigt.
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Abbildung A.2: Die Abbildung zeigt einen diinn besetzten Spanner-Graphen fiir eine Punktmen-
ge in der Ebene. Der Spanner-Graph besitzt 150 Ecken und 1027 Kanten. Die Dilatation betrigt

A(G) = 1.759. Die Kantenmenge des vollstindigen Graphen fiir diese Eckenmenge besteht aus

(120

des vollstédndigen Graphen.

) = 11175 Kanten. Der diinn besetzte Spanner-Graph besitzt somit nur ~ 9.2% der Kanten
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(a) Punktmenge S C R? mit |S| = 70 Punkten

(b) Der vollstindige Graph fiir S: |S| = 70, |E| = 2415, A(G) = 1.0

(¢) Anwendung des Ausdiinnungsalgorithmus auf den vollstindigen Graphen mit Parameter
e =0.5: |8 =70, |E| = 1416, A(G) ~ 1.010

(d) Anwendung des Ausdiinnungsalgorithmus auf den vollstindigen Graphen mit Parameter
e = 100: S| = 70, |E| = 950, A(G) ~ 1.248

Abbildung A.3: Anwendung des Ausdiinnungsalgorithmus auf einen vollstandigen Graphen
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