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1 Einleitung

1.1 Einleitung

Graphen werden in vielen Gebieten eingesetzt. Sei es zur Darstellung von Prozessen,
Fliissen, komplexen Systemen, mathematische Strukturen oder zur Modellierung.
Entsprechend existieren viele und vielseitige Applikationen auf dem Markt. Hier
seien nur CAD-Programme, UML Modellierungswerkzeuge, Programme zum Schalt-
kreisdesign oder Programme zum Projektmanagement erwdhnt. Besonders wichtig
hierbei ist die Darstellung der Graphen, womit wir in das Gebiet des Graphen-
zeichnens kommen. Das Graphenzeichnen beschéftigt sich unter anderem mit dem
Entwurf von Algorithmen zur Visualisierung von Graphen, mit dem Ziel ein Graph
moglichst ,schon® zu zeichnen. Dabei gilt ein Graph als schon gezeichnet, wenn die
Zeichnung iibersichtlich ist und semantische Zusammenhénge sich leicht daraus ab-
lesen lassen. Es hdngt von vielen Faktoren ab, ob ein Graph schon gezeichnet ist
oder nicht. Obwohl dies auch sehr stark von der Person des Betrachters abhéngt,
haben sich dennoch einige Kriterien herauskristallisiert:

e Gleichméfige Verteilung der Knoten des Graphen auf der Zeichenflache.
Zu viele Knoten auf einer kleinen Flache fithren zur Uniibersichtlichkeit.

e Minimales Uberkreuzen der Kanten des Graphen.
Damit lassen sich die Kanten einfacher verfolgen.

e Eine generelle Richtung der gerichteten Kanten.
D.h. moglichst viele gerichtete Kanten sollen in eine gemeinsame Richtung
zeigen. Zusammenhange werden dadurch schneller erkannt.

e Planares zeichnen.

e Symmetrie.
Aus der Symmetrie konnen wichtige semantische Zusammenhénge abgeleitet
werden. Auch sind symmetrische Zeichnungen iibersichtlicher als nicht sym-
metrische.

e Kanten sollten kurz sein.
Dadurch kann man sie einfacher verfolgen.
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e Zeichenflache sollten minimal sein.
Dadurch wird eine kompakte Darstellung erreicht.

Die Liste ist keinesfalls vollstdndig und sollte uns nur einen Einblick geben. Ziel ist
es, die gewiinschten Kriterien optimal zu erfiillen. Das ist jedoch nicht ohne weiteres
moglich, da die Optimierung einiger Kriterien, wie z.B. Kreuzungsminimalitdt oder
die platzoptimale Zuweisung der Knoten in einem Schicht-Layout, NP-schwer ist |20,
13]. Deshalb greift man haufig auf Heuristiken zurtick und gibt sich mit suboptimalen
Losungen zufrieden.

Ein recht erfolgreicher Ansatz, Graphen iibersichtlich darzustellen, ist das Planari-
sieren. Auch wenn nicht alle Graphen planar zeichenbar sind, kann man durch Einfii-
gen von zusatzlichen Knoten, sogenannten Dummy-Knoten, an den Kreuzungen den
Graph planar gestalten. Ziel ist es, immer moglichst wenige dieser Dummy-Knoten
einzufiigen (Kreuzungsminimierung).

Bei der Klasse der azyklischen, gerichteten Graphen (DAG) fordert man nicht Pla-
naritét, sondern die Aufwértsplanaritit des Graphen. Ein Graph ist aufwdrtsplanar,
wenn er eine planare Zeichnung besitzt, deren gerichtete Kanten monoton steigend
in die vertikale Richtung zeigen. Aufwértsplanarisierung ist ein relativ neuer Ansatz
zur Zeichnung von DAGs. Klassischerweise werden DAGs mit der Sugiyma-Methode
gezeichnet [35, 13|. Diese Methode hat jedoch den Nachteil, dass die Knoten auf fest
zugeordneten Schichten verteilt werden, was zu unnétige Kreuzungen fiithren kann.
Da sich die Planarisierung bei ungerichteten Graphen als eine sehr erfolgreiche Me-
thode zur Kreuzungsminimierung erwiesen hat, erhofft man sich den gleichen Erfolg
auch von der Aufwértsplanarisierung von DAGs.

Der Aufwértsplanarisierungsprozess kann in zwei Phasen eingeteilt werden. In der
ersten Phase wird ein maximaler aufwéartsplanarer Untergraph berechnet und in der
zweiten Phase werden die Kanten, die bei der Berechnung des Untergraphen entfernt
wurden, wieder (moglichst kreuzungsminimal) eingefiigt. Das Problem der zweiten
Phase wird auch Fdge Insertion Problem genannt.

In dieser Diplomarbeit untersuchen wir das Edge-Insertion-Problem fiir die Klasse
der DAGs mit genau einer Quelle, welche auch kurz als sT-Graphen bezeichnet
werden. Die Diplomarbeit wird unter anderem durch folgende Tatsachen motiviert:

1. Das FEdge-Insertion-Problem spielt eine wichtigen Rolle in der Aufwértsplana-
risierung von DAGs.

2. Der Aufwiértsplanaritatstest ist fiir die Klasse der sT-Graphen effizient durch-
fithrbar [7], wihrend der Test fiir allgemeine DAGs NP-schwer ist [21].

3. Das FEdge-Insertion-Problem fiir sT-Graphen wurde noch nicht untersucht. Die
guten Ergebnisse aus den Arbeiten von Gutwenger et al. [25], die das Problem
fiir ungerichtete, planare Graphen untersucht haben, lassen vermuten, dass
ahnliche Ergebnisse auch fiir gerichtete Graphen zu erwarten sind.
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1.2 Gliederung

Die Diplomarbeit ist wie folgt aufgebaut:

In Kapitel 2 werden einige grundlegende Begriffe der Graphentheorie wiedergegeben.
Insbesondere liegt der Schwerpunkt auf der Aufwértsplanarisierung. Eine wichtige
und héufig benutze Datenstruktur, von der wir in dieser Arbeit Gebrauch machen
werden, ist der SPQR-Baum. Diese Datenstruktur wird in Kapitel 2.2 genauer er-
lautert. Die Grundlage der Diplomarbeit bilden die beiden Veroffentlichungen ,,In-
serting an FEdge into a Planar Graph® von Gutwenger et al. und ,,Optimal Upward
Planarity Testing of Single-Source Digraphs” von Di Battista et al. Die Kernideen
und wesentlichen Aussagen dieser beiden Verodffentlichungen werden in Kapitel 2.3
und 2.4 beschrieben.

Der klassiche Zeichenalgorithmus von Sugiyma, der bisher zum Zeichnen von DAGs
verwendet wird, wird in Kapitel 2.5 erlautert. Eine formale Beschreibung sowie eine
erste Analyse des Edge-Insertion-Problems fiir sT-Graphen wird in Kapitel 3 gege-
ben. Aus dieser Analyse folgend werden dann Untersuchungen zur Spiegelung von
Graphkomponenten durchgefiihrt.

In Kapitel 4 wird eine Datenstruktur vorgestellt, die auf einen SPQR-Baum ba-
siert und implizit alle aufwértsplanaren Einbettungen eines 2-zusammenhéngenden
sT-Graphen enthalt.

Ein Losungsansatz fiir das FEdge-Insertion-Problem fiir eingebettete sT-Graphen
wird in Kapitel 5 vorgestellt.

Basierend auf den Ergebnissen der Analyse aus Kapitel 3 und des Losungsansat-
zes des Egde-Insertion-Problems fiir eingebettete sT-Graphen in Kapitel 5 wird in
Kapitel 6 ein erweiterter Losungsansatz beschrieben.

In Kapitel 7 wird schlieflich eine Zusammenfassung der wesentlichen Ergebnisse
dieser Diplomarbeit gegeben. Desweiteren werden noch offene Fragen aufgezeigt.
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2 Grundlagen

In diesem Kapitel werden einige Grundlagen der Graphentheorie erldutert. Insbe-
sondere wird auf die Datenstruktur SPQR-Baum, den Algorithmus zum kreuzungs-
minimalen Einfiigen einer Kante von Gutwenger et al. [25] und den Aufwirtspla-
naritétstest fiir s7-Graphen von Di Battista et al. [7] eingegangen. Der klassische
Algorithmus [13| zum Zeichnen von DAGs wird im letzten Abschnitt erlautert.
Fiir grundlegenden Algorithmen und Datenstrukturen, die hier wegen des Umfangs
nicht erlautert werden, verweisen wir auf das Buch ,,Introduction to Algorithms'
[10].

2.1 Graphen

Als Referenz fiir die Abschnitte 2.1.1 und 2.1.2 dient das Buch ,, Handbook of Graph
Theorie* |23] und die Einfiihrung ,, Upward Planarity Testing von Garg und Tamas-
sia [22].

2.1.1 Grundlegende Definitionen der Graphentheorie

Definition 2.1. Ein ungerichteter Graph ist ein Paar G = (V, E) bestehend aus
einer Menge V von Knoten und einer Menge E ungeordneter Paare (u,v) mit u,v €
V', die Kanten genannt werden. Die Knoten v und v werden als Endpunkte der Kante
(u,v) bezeichnet.

Wenn der Knoten v ein Endpunkt einer Kante e ist, so ist v inzident zu e oder e
ist inzident zu v. Sind zwei Knoten u und v durch eine Kante verbunden, so ist u
adjazent zu v und umgekehrt.

Eine wichtige Klasse von Graphen bilden die gerichteten Graphen/Digraphen (Di-
rected Graphs).

Definition 2.2. Ein gerichteter Graph, kurz Digraph genannt, ist ein Paar G =
(V, A) bestehend aus einer Menge V' von Knoten und einer Menge A geordneter
Paare (u,v) mit u,v € V, die gerichtete Kanten oder Bigen genannt werden. u ist
der Startpunkt/Startknoten und v der Zielpunkt/Zielknoten der Kante (u,v). (Die
Kante wird symbolisch auch mit u — v beschrieben.)
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Der zugrundeliegende ungerichtete Graph (engl. underlying, undirected graph) ei-
nes Digraphen ist der Graph, der daraus resultiert, indem man die Kanten des
Digraphen als ungerichtete Kanten interpretiert.

Ein (ungerichteter) Pfad P = vy, e1,v1,...,€,, 0, ist eine alternierende Sequenz
von Knoten und Kanten, so dass fiir alle j = 1,...,n die Knoten v;_; und v; die
Endpunkte der Kante e; sind'. Ferner sind alle Knoten und Kanten des Pfades
disjunkt. Sind alle Kanten e; von v;_; nach v; gerichtet, so handelt es sich um
einen gerichteten Pfad. Ein Pfad von u nach v wird auch symbolisch mit u ~~ v
beschrieben. Wenn kein solcher Pfad existiert, dann wird auch symbolisch v - v
benutzt. Existiert in einem Graphen weder ein Weg von u nach v noch ein Weg von
v nach u, dann wird das durch u < v beschrieben. Ein Knoten v dominiert einen
Knoten v, wenn ein gerichteter Pfad von u nach v existiert (vergl. [7]).

Ein Kreis/Zyklus ist ein Pfad vy, €1, v1, . . ., e, v, plus die Kante (v,,, vg). Die kreis-
freien/azyklischen Digraphen werden auch kurz DAGs (directed acyclic graph) ge-
nannt.

Der Ingrad eine Knotens v ist die Anzahl der Kanten mit v als Zielknoten. Ent-
sprechend ist der Outgrad von v die Anzahl der Kanten mit v als Startknoten. Der
Ingrad bzw. Outgrad von v wird mit in(v) bzw. out(v) notiert. Ein Knoten in einem
Digraphen G mit Ingrad gleich Null wird Quelle von G genannt. Ein Knoten mit
Outgrad gleich Null ist eine Senke von G.

Definition 2.3. Ein sT-Graph ist ein DAG mit genau einer Quelle s.

Ein sT-Graph wird als st-Graph bezeichnet, wenn er genau eine Senke besitzt
und noch zusétzlich die gerichtete Kante (s,t) enthélt. Klar einzusehen ist, dass in
einem sT-Graphen die Quelle s alle anderen Knoten dominiert.

Definition 2.4. Ein Graph G’ = (V', E’) ist ein Teilgraph von G = (V, E), wenn
V' C Vund E' C E gilt. Ein Graph G' = (V' E') ist ein Untergraph von G = (V, E),
wenn B’ C F ist.

Ein Graph ist zusammenhdngend, wenn zwischen jedem Paar von Knoten ein
ungerichteter Pfad existiert. Ein k-fach zusammenhéngender Graph wird wie folgt
definiert:

Definition 2.5. Ein Graph G = (V, E) ist k-fach (Knoten) zusammenhdingend,
wenn |V| > k und G — X ist zusammenhéngend fiir jede X C V mit | X| < k.

Im Kontext eines Digraphen G bezieht sich mit k-fachzusammenhédngend — wenn
nicht anders erwéhnt — auf den zugrundeliegenden Graphen von G. Ein maxi-
maler zusammenhéngender, nicht leerer Teilgraph K von G ist eine Komponente
von G. Ein Schnittknoten eines zusammenhingenden Graphen G ist ein Knoten,

'Ein Pfad wird auch eindeutig beschrieben, indem entweder eine Sequenz von Kanten oder Knoten
angegeben wird.
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durch dessen Entfernung sich die Anzahl der zusammenhéngenden Komponenten
des Graphen erhoht. Miissen erst zwei Knoten entfernt werden, damit sich die An-
zahl der zusammenhéngenden Komponenten erhoht, so werden die beiden Knoten
als Separationspaar des Graphen GG bezeichnet. Ein maximaler zusammenhéngender
Graph ohne Schnittknoten wird auch als Block oder 2-Zusammenhangskomponente
genannt.

2.1.2 Einbettung und Aufwartsplanaritat

Nachdem in Abschnitt 2.1.1 die grundlegenden Definitionen abgehandelt wurden,
wenden wir uns hier den Aufwértsplanaritiatseigenschaften der Digraphen zu.

Ein Graph G ist planar, wenn es eine Zeichnung von G gibt, die keine Kreuzungen
von Kanten enthélt. Eine Aufwdrtszeichnung eines gerichteten Graphen G ist eine
Zeichnung von G bei der alle Kanten streng monoton in vertikale Richtung steigend
gezeichnet sind.

Definition 2.6. Ein Digraph G ist aufwdrtsplanar, wenn es eine planare Aufwarts-
zeichnung von G gibt.

Eine planare Zeichnung eines Graphen partitioniert die Ebene in verschiedene Ge-
biete. Diese Gebiete sind durch Kanten getrennt und werden Faces? genannt. Ein
Face kann fiir eine gegebene planare Zeichnung durch die Folge der begrenzenden
Kanten eindeutig beschrieben werden. Um Beschreibungen nicht unnétig zu verkom-
plizieren, wird mit Face auch diese Kantenaufzdhlung bezeichnet, falls das eindeutig
aus dem entsprechenden Kontext hervorgeht. Mit innerem Face wird ein inneres
Gebiet und mit duflerem Face wird das Gebiet bezeichnet, das nicht durch Kanten
beschrankt ist.

Zwar gibt es unendlich viele Moglichkeiten einen planaren Graphen zu zeichnen,
doch mit Hilfe der Kantenordnung in jedem Knoten lésst sich die Zeichnungen eines
planaren Graphen in endlich viele Aquivalenzklassen partitionieren®. Diese Aquiva-
lenzklassen heifsen Finbettungen.

1. Schwache Aquivalenz
Zwei planare Zeichnungen D; und D, eines Graphen G sind schwach dquiva-
lent, wenn fiir jeden Knoten v in G die zirkulare Aufzdhlung der inzidenten
Kanten um v im Uhrzeigersinn in D; die gleiche ist wie in Ds.

2. Starke Aquivalenz
Zwei Zeichnungen sind stark dquivalent, wenn sie schwach &quivalent sind und
das gleiche dufsere Face besitzen.

2Die englische Bezeichnung wird hier iibernommen.
3Selbstverstandlich muss die Anzahl der Knoten des planaren Graphen endlich sein.
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Definition 2.7. Die kombinatorischen Einbettungen eines Graphen sind die Aqui-
valenzklassen der schwachen Aquivalenz. Die planaren Einbettungen eines Graphen
sind die Aquivalenzklassen der starken Aquivalenz.

Definition 2.8. Eine (planare) Einbettung wird als aufwdrtsplanare Einbettung
bezeichnet, wenn sie eine planare Aufwértszeichnug besitzt.

Da ein Digraph genau dann eine Aufwértszeichnung besitzt, wenn er azyklisch ist
[7], kann ein einfacher Test, ob ein Digraph eine Aufwértszeichnung besitzt, mittels
einer Tiefensuche durchgefiihrt werden. Hopcroft und Tarjan [26] haben gezeigt,
dass der Planaritatstest effizient durchgefiihrt werden kann. Interessant ist, dass der
Aufwartsplanaritétstest fiir allgemeine Digraphen NP-vollsténdig ist [21], obwohl
beide Tests jeder fiir sich keine Probleme bereiteten.

Satz 2.1 (|21]). Der Aufwdrtsplanaritdtstest fir Digraphen ist NP-vollstindig.

(a) (b)

Abbildung 2.1: (a) ein aufwértsplanarer sT-Graph; (b) ein azyklischer und planarer, aber
nicht aufwartsplanarer Graph;

Trotz dieses negativen Ergebnisses konnen einige Klassen von Graphen effizient
auf Aufwértsplanaritidt getestet werden.

Satz 2.2. Die folgenden Klassen von Digraphen sind aufwdrtsplanar.
e Planare st-Graphen [3, 30].

e Planare bipartite Digraphen [2/. Das sind Graphen, deren Knotenmenge V
sich in zwei disjunkte Teilmengen A und B partitionieren lassen, so dass zwi-
schen zwei beliebigen Knoten, die beide zusammen entweder in A oder B zu
finden sind, keine Kanten existieren.
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e Digraphen, deren zugrundeliegender ungerichteter Graph einen Wald bildet

[33].

e Serien-parallele Digraphen [8]. Diese Graphen werden wie folgt rekursiv defi-
niert:

— Zwei Knoten, die mit einer gerichteten Kanten verbunden sind, bilden
ewnen serie-parallelen Digraphen.

— Seien G' und G zwei serien-parallele Digraphen. Verschmilzt man die
Senke von G mit der Quelle von G', so erhdlt man wieder einen serien-
parallelen Digraphen (Serielle Komposition).

— Seien G' und G zwei serien-parallele Digraphen. Verschmilzt man die
Senken sowie die Quellen beider Graphen miteinander, so ist der resul-
tierende Graph wieder ein serien-paralleler Digraph (Parallele Komposi-
tion).

Wichtig fiir den Aufwértsplanarisierungprozess sind die Aufwértsplanaritétstests.
Mit Hilfe dieser Tests kann z.B. ein (moglichst grofer) aufwértsplanarer Untergraph
berechnet werden. Die Berechnung kann wie folgt durchgefiihrt werden: Es wird mit
einem leeren Graph G’ begonnen. Eine Kante e wird zuféllig aus £ gewahlt — wobei
jede Kante in F die gleiche Wahrscheinlichkeit besitzen ausgewéhlt zu werden —
und in G’ eingefiigt. Danach wird ein Aufwértsplanarititstest auf G’ durchgefiihrt.
Ist G’ nicht aufwértsplanar, so wird die Kante e wieder aus G’ entfernt, ansonsten
wird die ndchste Kante gewahlt. Dieser Vorgang wird iterativ solange fortgefiihrt,
bis alle Kanten von E ausgewéahlt wurden. Haufig wird eine ,multi start® Variante
dieser Methode angewandt. Hierbei wird die obige Methode mehrmals angewendet,
um so eine Menge von Losungen zu bekommen. Anschliefsend wird aus dieser Menge
die beste Losung gewahlt.

Der folgende Satz gibt einige Ergebnisse zu Aufwértsplanaritéatstests wieder.

Satz 2.3. Es gilt:

(a) Der Aufwdrtsplanarititstest eines eingebetteten sT-Graphen G = (V, A) kann
in Zeit O(|V| + |E|) durchgefiihrt werden [7].

(b) Der Aufwirtsplanarititstest eines eingebetteten Digraphen G = (V, A) (ohne
Multikanten) kann in Zeit O(|V|?) durchgefiihrt werden [6].

(¢) Der Aufwirtsplanarititstest fir 3-zusammenhdangende Digraphen ohne Multi-
kanten kann in Zeit O(|V|*) durchgefiihrt werden. [6].
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(d) Der Aufwirtsplanaritdtstest fiir auflenplanare (engl. outerplanar) Graphen —
also Digraphen, die eine planare Zeichnung besitzen, so dass alle Knoten am
duferen Face liegen — kann in Zeit O(|V|*) durchgefiihrt werden [33].

Fiir eine feste Einbettung ist der Aufwartsplanaritatstest fiir allgemeine Digraphen
kein Problem. Schwierig wird es erst dann, wenn keine feste Einbettung vorgegeben
wurde. Dann muss im ungiinstigsten Fall iiber alle Einbettungen, deren Anzahl expo-
nentiell sein kann, getestet werden. Durch die Tatsache, dass 3-zusammenhéngende
Graphen genau zwei Einbettungen besitzen, kann (c¢) des obigen Satzes auf (b) zu-
riickgefiihrt werden.

Der nachfolgende Satz von Di Battista, Tamassia und Kelly [3, 30| gibt eine Cha-
rakterisierung aufwértsplanarer Graphen an.

Satz 2.4. Ein Digraph G ist genau dann aufwdrtsplanar, wenn er ein Untergraph
eines planaren st-Graphen ist.

Fiir planare st-Graphen existieren Zeichenverfahren fiir Aufwértszeichnungen (sie-
he z.B. [5]). Um diese zu benutzen, werden aufwértsplanare Digraphen durch Hin-
zufiigen von Kanten zu einem planaren st-Graphen erweitert. Dieser st-Graph wird
dann aufwértsplanar gezeichnet und die hinzugefiigten Kanten werden wieder ent-
fernt.

2.2 Der SPQR-Baum

SPQR-Béume wurden von Di Battista und Tamassia [4] eingefithrt und werden in
vielen Algorithmen zum automatischen Zeichnen von Graphen genutzt. Ein SPQR-
Baum représentiert die Dekompositionen eines 2-zusammenhéngenden Graphen in
seine 3-Zusammenhangskomponenten [4]. Die Datenstruktur bietet eine kompakte
Darstellung aller Einbettungen eines 2-zusammenhéngenden planaren Graphen. Die
nachfolgenden Definitionen und Fakten orientieren sich an Gutwenger et al., Berto-
lazzi et al. sowie an der Dissertation von Weiskircher |7, 25, 36].

2.2.1 Grundlagen und Definitionen

Ein Split-Paar ist entweder ein Separationspaar oder zwei adjazente Knoten. Eine
Split-Komponente eines Split-Paares {u, v} ist entweder die Kante (u,v) oder ein
maximaler Untergraph K von G, so dass {u,v} kein Split-Paar von G ist.
Sei nun {s,t} ein Split-Paar von G. Ein mazimales Split-Paar {u,v} beztglich {s,t}
ist ein Split-Paar ungleich {s,t}, so dass fiir jedes andere Split-Paar {u',v'} von G
eine Split-Komponente von {u’,v'} existiert, die die Knoten u, v, s und t enthélt.
Sei nun G = (V, E) ein 2-zusammenhéingender Graph und e = (s,t) eine Kante
von GG, auch Referenzkante genannt. Ein SPQR-Baum 7 von G beziiglich der Kante e

10



2.2 Der SPQR-Baum

(a) (b) (c) (d)

Abbildung 2.2: Ein 2-zusammenhéngender Graph (a) und seine Split-Komponenten (b),
(c), (d) beziiglich des Split-Paares {u,v}. Jeder Knoten aufker w und v
wird eindeutig einer Split-Komponente zugewiesen.

ist ein gewurzelter und geordneter Baum, dessen Knoten sich in vier Typen, ndmlich
S-, P-, Q- und R-Knoten, einteilen lassen. Jeder Knoten p des Baumes 7 ist mit
einem 2-zusammenhéngenden Multigraphen — Skeleton von p genannt (Notation:
skeleton(u)) — assoziiert. Der SPQR-Baum wird rekursiv wie folgt definiert:

Trivialer Fall: Wenn G nur aus zwei parallelen Kanten besteht, die die Knoten
s und t verbinden, dann enthélt 7 einen einzelnen Q-Knoten. Das Skeleton
dieses Q-Knoten ist der Graph G selbst.

Paralleler Fall: Wenn das Split-Paar {s,¢} den Graphen G in die Split-Komponenten
Ci,...,Ck, k > 2, zerlegt, dann ist die Wurzel p von 7 ein P-Knoten. Das
Skeleton von p besteht aus k Kanten e = eq,...,e; mit den gemeinsamen
Endpunkten s und ¢. Die Kinder von p werden durch die SPQR-Béume der
Graphen C; U e; mit e; als Referenzkante rekursiv definiert.

Serieller Fall: Wenn das Split-Paar {s,t} den Graphen G in genau zwei Split-
Komponenten zerlegt, dann ist die Wurzel p von 7 ein S-Knoten. Eine der
Split-Komponenten ist e und die andere sei G'. Enthélt G’ die Schnittknoten
v1,..., 01, die G in die Blocke By, ..., By (in der Reihenfolge von s nach
t) partitionieren, so ist das Skeleton von u der Kreis ¢g = e = (s,t),e; =
(s,v1),...,ex = (vg—1,t). Die Kinder von p werden durch die SPQR-Béaume
der Graphen B; U e; mit ¢; als Referenzkante rekursiv definiert.

Starrer Fall: Wenn keiner der obigen Félle zutrifft, dann ist die Wurzel p von 7 ein
R-Knoten. Seien {si,t1}, ..., {sk, tx}, mit & > 1, die maximalen Split-Paare
von G beziiglich {s,t}. Fiir alle i = 1,..., k sei U; die Vereinigung aller Split-
Komponente des Split-Paares {s;, t;}, auker der Komponente, die die Referenz-
kante e enthélt. Das Skeleton von p erhélt man, indem die Graphkomponente
U; durch die Kante e; = (s;, ;) ersetzt wird. Die Kinder von p werden durch die
SPQR-Baume der Graphen U; Ue;, mit e; als Referenzkante, rekursiv definiert.

11



2 Grundlagen

Abgesehen vom trivialen Fall hat p die Kinderknoten pug, ..., ux. Die Kante e;
der obigen Definition wird virtuelle Kante des Knoten pu; in skeleton(u) genannt.
Anders herum ist e; auch die virtuelle Kante von p in skeleton(u;).

Zu jeder virtuellen Kante eines Skeletons gibt es einen entsprechenden Knoten von
T sowie eine Graphkomponenente von G. Ersteres wird als pertinenter Knotenfund
letzteres als pertinenter Graph bezeichnet.

Ein Knoten v ist in einer virtuellen Kante e lokalisiert, wenn v ein Knoten des per-
tinenten Graphen von e ist. Entsprechend ist v im Knoten p, der mit e assoziiert
ist, lokalisiert.

Die Abbildung 2.3 illustriert einige Félle der obigen Definition.

In (a) ist der serielle Fall dargestellt. Die Schnittknoten v; und vy partitionieren den
Graphen in die Blécke By, B und Bs. Diese Blocke werden im Skeleton des S-Knoten
durch die Kanten e, e; und e3 ersetzt. Sie bilden zusammen mit der Referenzkante
e = (s,t) einen Kreis.

In (b) ist der parallele Fall dargestellt. Die parallelen Split-Komponenten C;, Cy
und C3 werden im Skeleton durch die Kanten e,, e3 und ey4 ersetzt. Das Skeleton ist
ein Multigraph mit zwei Knoten.

Der starre Fall ist in (c) dargestellt. U; bis Uy bilden die Vereinigung der Split-
Komponenten der entsprechenden Split-Paare. Im Skeleton des R-Knotens werden
diese Komponenten durch die Kanten e; bis e5 ersetzt. Das Skeleton selbst ist ein
3-zusammenhéngender Graph.

S 8 ) 8
€2 @
€3
t t t
(a) Case S-node (b) Case P-node (c) Case R-node

Abbildung 2.3: Ilustration zur Definition des SPQR-Baumes. Zeichnung aus [36|

2.2.2 Eigenschaften

Nach der formalen Definition im vorherigen Abschnitt wird hier ndher auf die Ei-
genschaften des SPQR-Baumes eingegangen. Fiir die Skeletons eines SPQR-Baums

4engl.: pertinent=zugehorig. Hier wird die englische Bezeichnung {ibernommen.
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2.2 Der SPQR-Baum

gilt:
e Das Skeleton eines R-Knotens ist ein 3-zusammenhdngender Graph.
e Das Skeleton eines S-Knotens ist ein Kreis.
e Das Skeleton eines P-Knotens ist ein Multigraph mit mindestens drei Kanten.

e Das Skeleton eines Q-Knoten ist ein Multigraph mit zwei Kanten.

Eine virtuelle Kante e eines Skeletons ist mit ihrem pertineten Graphen assozi-
iert. Die Kante e steht quasi ,stellvertretend fiir diese Graphkomponente. Wird fiir
einen Graphen G = (V, F) eine (kombinatorische) Einbettung festgelegt, so wird
durch diese Einbettung auch die Einbettung aller Skeletons des SPQR-Baumes 7
festgelegt. Umgekehrt wird durch die Festlegung der Einbettung der einzelnen Ske-
letons von 7 eine Einbettung von G definiert. Somit bildet das Produkt aller Kom-
binationen der Einbettungen der Skeletons die Gesamtheit der (kombinatorischen)
Einbettungen von G.

Die Anzahl der Einbettungen eines einzelnen Skeletons im Falle eines R-Knotens
ist genau zwei und im Falle eines S-; und Q- Knotens ist sie genau eins. Im Falle
des P-Knotens betrigt sie (k — 1)!, wobei k die Anzahl der virtuellen Kanten des
Skeletons ist.

Wird 7 an einem Q-Knoten u, der mit einer Kante ¢’ assoziiert ist, gewurzelt,
so reprasentiert 7 alle Einbettungen mit e’ an dem &uferen Face von G. Sind alle
Einbettungen der Skeletons festgelegt, kann die Zeichnung mit der Einbettung, die
T darstellt, rekursiv wie folgt vonstatten gehen:

1. Zeichne das Skeleton von p mit der Kante ¢/ am dufseren Face.
2. Fir jedes Kind v von p:

e Sei e die virtuelle Kante von v in skeleton(u) und H der pertinete Graph
von v mit der Kante e.

e Zeichne rekursiv H mit der Referenzkante e an dem dufleren Face.

e Ersetze die virtuelle Kante e in skeleton(v) durch H ohne die Kante e.

Ein SPQR-Baum hat genau |E| Q-Knoten. Die Anzahl der S-, P, und R-Knoten
liegt in der Grofenordnung O(|V|). Die Gesamtzahl der Knoten in den Skeletons
liegt in der Grokenordnung O(|V| + |E]). Somit hat ein SPQR-Baum lineare Grofe
in Bezug auf die Anzahl der Knoten und Kanten eines Graphen. Mit Hilfe des
Algorithmus von Hopcroft und Tarjan [27|° zur Zerlegung eines Graphen in seine 3-
Zusammenhangskomponenten, kann die Datenstruktur effizient in Zeit O(|V|+|E|)
berechnet werden.

SDer Algorithmus hatte einige Fehler. Gutwenger und Mutzel prisentierten in [24] eine fehlerfreie
Version.
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2 Grundlagen

2.3 Kreuzungsminimales Einfiigen einer Kante fiir
ungerichtete Graphen

Gutwenger, Mutzel und Weiskircher untersuchten das Edge-Insertion-Problem fiir
planare Graphen (siehe [25]). Thnen ist es gelungen, einen effizienten Algorithmus zu
entwerfen, der eine Kante kreuzungsminimal in einen planaren Graphen einfiigt. Die
Idee zur Losung basiert auf einem zentralen Lemma, das besagt, dass die Traver-
sierungskosten einer mit einer Graphkomponente K assoziierten virtuellen Kante e
unabhéngig von der Einbettung von K ist. Mit diesem Ergebnis, sowie einem SPQR-
Baum, der die Einbettung des Graphen implizit aufzahlt, wird dann mit Hilfe eines
Routing-Graphen ein optimaler Einfiigepfad berechnet. In diesem Abschnitt werden
wir die wesentlichen Ergebnisse daraus skizzieren.

2.3.1 Grundlagen und Definitionen

Zum einfacheren Verstdndnis der spéteren Beschreibungen werden hier einige Defi-
nitionen aus [25] wiedergegeben.

Definition 2.9. Sei GG ein zusammenhéngender Graph (primaler Graph) und I eine
kombinatorische Einbettung von G. Der duale Graph I'P von G in Abhingigkeit der
Einbettung I' ist wie folgt definiert:

1. Fiir jedes Face f € I gibt es einen Knoten f? € I'P.

2. Fiir jede Kante e € T gibt es eine Kante e? € I'P, mit e = (f, f2), wenn e
eine Kante der Grenze zwischen den Faces fi, fo € I ist.

3. Das sind alle Kanten und Knoten.

Definition 2.10. Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph und sei I" eine
Einbettung von G. Ferner seien x und y zwei nicht adjazente Knoten aus G. Dann
ist e1,..., e, ein Einfigepfad des Knotenpaares x und y fiir die Einbettung I', wenn
entweder £ = 0 ist und ein Face f in I' existiert, das x und y enthilt®, oder die
folgenden Bedingungen sind erfiillt:

1. e1,...,ex € F.
2. Es gibt ein Face f, in I', das  und die Kante e; enthalt.
3. Es gibt ein Face f, in I', das y und die Kante e;, enthélt.

D D it o . TD D D
4. ey’,...,ep ist ein Pfad in I'” von f;” nach f,°.

6Ein Face f enthilt den Knoten v, wenn eine Kante aus f existiert, die v als einer ihrer Endpunkte
enthalt.
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2.3 Kreuzungsminimales Einfiigen einer Kante fiir ungerichtete Graphen

Aus dem dualen Graphen wird ein Routing-Graph konstruiert, der zur Berechnung
des Einfiigepfades des Knotenpaares x und y bendtigt wird.

Definition 2.11. Seien F, und F, die Mengen der Faces, die den Knoten z bzw.
y enthalten. Der Routing-Graph I'F® der Einbettung I' und der Knoten (z,y) ist der
duale Graph von I" mit den zusétzlich Knoten x und y, sowie die Kanten (x, f,), fiir
alle f, € F,, und der Kanten (y, f,) fiir alle f, € F,.

Der Einfligepfad gibt eine Menge von Kanten im primalen Graphen G an, die
gekreuzt werden, wenn ein Pfad von Knoten x nach Knoten y in G konstruiert wird.
Dieser Einfiigepfad ist eindeutig assoziiert mit einem Pfad im Routing-Graphen von
G. Ziel ist es, einen Pfad unter allen Einbettungen von G zu finden, der eine mini-
male Anzahl an Kanten kreuzt. Dieser Pfad wird optimaler Finfigepfad genannt.
Die Kosten eines Einfiigepfades sind die Anzahl der Kanten in dem Pfad. Wenn
die Kanten im Routing-Graphen (die auch Kanten des dualen Graphen sind) alle
die Lange eins und samtliche nicht duale Kanten alle die Lange null besitzen, dann
sind die Kosten eines Einfiigepfades gleichbedeutend mit der Lange des assoziierten
Pfades im Routing-Graphen.

Abbildung 2.4: Der primale Graph ist in grau und der dazugehorige duale Graph in
schwarz gezeichnet. Der Routing-Graph besteht aus dem dualen Gra-
phen, den Knoten x und y und allen rot gezeichneten Kanten.

Die Abbildung 2.4 illustriert die obigen Definitionen. Der primale Graph mit der
Einbettung I ist in grau und der duale Graph I'” in schwarz gezeichnet. Zu jedem
Face von G existiert ein Knoten in I'” und zu jeder Kante von I' gibt es eine
eindeutige Kante im dualen Graphen. Der Routing-Graph besteht aus dem dualen
Graphen, den Knoten x und y und allen rot gezeichneten Kanten, die das Knotenpaar
x und y mit allen ihren benachbarten Faces verbindet.
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2 Grundlagen

2.3.2 Einfiigen einer Kante in einen 2-zusammenhingenden
Graphen

Zunachst wird das Problem auf planare 2-zusammenhéngende Graphen beschrénkt.
Der Vorteil bei dieser Klasse von Graphen ist, dass alle Einbettungen durch einen
SPQR-Baum implizit aufgezéhlt werden kénnen. Spéater wird mit Hilfe der Zerle-
gung eines zusammenhingenden Graphen in seine Blocke die Losung des Problems
auf allgemein zusammenhéngende, planare Graphen erweitert.

Sei nun g ein Knoten in einem SPQR-Baum 7 und e eine virtuelle Kante von
skeleton(p). Mit expansion™(e) wird der pertinente Graph von e plus der Kante e
bezeichnet. Sei II eine beliebige Einbettung von expansion™(e) und f; und fy zwei
Faces in II, die e als gemeinsame Grenze haben. In dem dualen Graphen I1? von II
gibt es dann zwei Knoten f und fP, die mit f; und f,, und eine Kante e, die
mit e assoziiert sind. Mit P(IT”, e) wird in IT” der kiirzeste f und fP verbindende
Pfad, der die Kante e nicht enthélt, notiert.

Mit der obigen Notation kann nun der Begriff Traversierungskosten definiert wer-
den: Die Traversierungskosten c(e) einer virtuellen Kante eines Skeletons sind die
Lénge des Pfades P(II?, e) fiir eine beliebige Einbettung von expansion™(e). Diese
Definition ist durch das folgende Lemma gerechtfertigt.

Lemma 2.1 (aus [25]). Sei u ein Knoten eines SPQR-Baumes T und e eine virtuelle
Kante von skeleton(p). Dann ist die Linge des Pfades P(IIP | e) unabhingig von der
FEinbettung von expansion™(e).

Beweis aus [25]. Sei v der pertinente Knoten von e und 7, der Teilbaum von 7" mit
v als Wurzel. Die Aussage wird mittels Induktion iiber die Hohe h des Teilbaumes
7. bewiesen.
Induktionsanfang: h =1
v ist ein Q-Knoten. expansion™(e) ist ein Kreis mit zwei Kanten und hat somit
genau eine Einbettung. Die Linge von P(IIP, e) ist eins.
Induktionsschritt: h =k > 1
Sei die Behauptung korrekt fiir alle Teilbdume mit h < k. Wegen k£ > 1 ist v
entweder ein S-, P-, oder R-Knoten. Sei e; eine beliebige Kante von skeleton(v), die
nicht die Referenzkante e, ist. Der zu e; assoziierte Teilbaum 7, von 7 hat eine
Hohe kleiner als k. Somit ist nach Induktionsvoraussetzung c(e;) unabhéngig von
der Einbettung von expansion™(e;).

Ist v ein S-Knoten, so ist skeleton(v) ein Kreis mit den Kanten e,.s, ey, ..., e mit
[ > 2. c(e) ist das minimale P(II”,e;) mit 1 <4 < [. Dies ist unabhingig von der
Einbettung von expansion™(e).

Ist v ein P-Knoten, so besteht skeleton(v) aus den parallelen Kanten e,.r, eq, ..., ¢
mit [ > 2. Alle Kanten aufier e,.; miissen traversiert werden. Somit ist c(e) die
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2.3 Kreuzungsminimales Einfiigen einer Kante fiir ungerichtete Graphen

Summe aller P(IT?, ¢;) mit 1 < i < [. Dies ist unabhiingig von der Einbettung von
expansion™(e).

Ist v ein R-Knoten, so ist skeleton(v) ein 3-zusammenhéngender planarer Graph
S mit den Kanten e,.f, eq,...,e mit I > 5. ¢(e) lasst sich wie folgt berechnen: Zuerst
wird ein dualer Graph S? zu S konstruiert. Jede duale Kante e” zu e; hat dabei die
Lénge c(e;). Dann wird ein kiirzester Pfad berechnet, der die zwei Faces, die durch
eref getrennt werden, miteinander verbindet. Dabei darf die Kante e,y nicht in dem
kiirzesten Pfad sein. c(e) ist dann die Lénge dieses kiirzesten Pfades. Da S nur zwei
Einbettungen besitzt, wobei die zweite Einbettung durch eine Spiegelung der ersten
entsteht, ist der kiirzeste Weg unabhéngig von der Einbettung. O]

Lemma 2.1 ist die Basis fiir den folgenden Algorithmus, der einen optimalen Ein-
fiigepfad in einem planaren 2-zusammenhéngenden Graph berechnet. Dieser Algo-
rithmus wird spéter benutzt um einen optimalen Einfiigepfad fiir allgemein planare
Graphen zu berechnen.

Die Laufzeit des Algorithmus 1 ist in der Gréfenordnung O(|V| + |E|) und setzt
sich wie folgt zusammen:

1. Die Berechnungszeit von 7 ist in O(|V| + |E|) (siehe [24]).

2. Mit Hilfe einer Breitensuche auf 7 kann die Berechnung des kiirzesten Pfades
pi, -, pg in 7T in Zeit O(|V| + | E]) realisiert werden.

3. Die Konstruktion von S; ist linear in der Grofe von skeleton(p;). Da die
gesamte Grofse aller Skeletons linear in der Grofse von G ist, gilt somit die
Laufzeit von O(|V| + |E|).

4. Die Grofe von G; = (V;, E; U M;) betrdgt O(| F;|) mit |V;| < |E;|. Dabei ist M;
die Menge der markierten Kanten und F; die Menge der Kanten, die durch
den Split-Prozess entstanden sind. Somit ist die Konstruktion einer beliebigen
Einbettung von G; und die Konstruktion des dazugehorigen Routing-Graphen
in O(|E;]) moglich. Die Berechnung des kiirzesten Pfades, der x; mit z? ver-
bindet, kann mit einer Breitensuche in O(|E;|) realisiert werden. Die Laufzeit,
tiber alle G; summiert, liegt in der Gréfenordnung O(|E|).

Somit hat der Algorithmus eine Laufzeit von O(|V| + |E|).

Gutwenger et al. bewiesen die Korrektheit des Algorithmus, indem sie zuerst durch
Induktion iiber die Pfadlange pq, ..., u; zeigten, dass eine Einbettung von G exis-
tiert, in der der berechnete Pfad ein Einfiigepfad ist. Danach zeigten sie, dass fiir
den kiirzesten Einfligepfad P,,;, und den vom Algorithmus berechneten Pfad P, die
Ungleichung P,,;, > Pa gilt. Der folgende Satz 2.5 hélt dieses Ergebnis fest.
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2 Grundlagen

Algorithmus 1 aus [25]. Berechnet einen optimalen Einfiigepfad fiir ein Paar von
nicht adjazenten Knoten x und y in einem 2-zusammenhéngenden Graphen G.
procedure OPTIMALBLOCKINSERTER(Graph G, Knoten z, Knoten y)
Berechne den SPQR-~-Baum 7 von G
Berechne p; bzw. py, deren Skeleton den Knoten x bzw. y enthalt;
Berechne den kiirzesten Pfad pq, ..., pg in 7
fori:=1,...,k do
S; := skeleton(p;);
if = ist in S; then
T =1
else
Splitte die Kante in 5;, in der x lokalisiert ist,
indem ein neuer Knoten y; eingefiihrt wird;
Markiere die beiden neuen Kanten,

die durch den Split-Prozess entstanden sind;

=y

end if

if y ist in S; then
T =y

else

Splitte die Kante in .S;, in der y lokalisiert ist,
indem ein neuer Knoten y? eingefiihrt wird;
Markiere die beiden durch den Split-Prozess entstandenen Kanten;
=y
end if
Sei GG; der Graph, der daraus entsteht, dass die unmarkierten Kanten
von S; durch ihren pertinenten Graphen ersetzt werden.
if p; ist kein R-Knoten then
pi = 0;
else
Berechne eine beliebige Einbettung I'; von Gj;
Berechne den Routing-Graphen I'?® von T, 2}, x2;

Berechne den kiirzesten Pfad ef, ..., e/, in ' zwischen
x! und 7
pi i=e1,...,¢e;, wobei e; die primale Kante von ejD ist;
end if
end for

return p; + - -+ 4 pg;
end procedure
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U1
v @

r

(a) (b)

Abbildung 2.5: Illustration zum Algorithmus 1 fiir den Fall i = 1: (a) u; ist ein S-Knoten;
(b) p; ist ein R-Knoten; (Bild aus [25])

Satz 2.5 (aus [25]). Sei G = (V, E) ein planarer, 2-zusammenhdngender Graph und
seien x und y zwei nicht adjazente Knoten aus G. Algorithmus 1 berechnet einen
optimalen Einfigepfad fir x und y in Laufzeit von O(|V| + |E]).

2.3.3 Einfiigen einer Kante in einen zusammenhingenden
Graphen

Der Algorithmus 1 berechnet nur einen optimalen Einfiigepfad fiir einen 2-zusam-
menhéangenden Graphen. Mit Hilfe des sogenannten Block-Knoten-Baumes kann der
Algorithmus auf planare, zusammenhéngende Graphen erweitert werden.

Definition 2.12. Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph. Der Block-Knoten-
Baum B entsteht, indem jeder Block von GG durch einen Knoten B — auch B-Knoten
genannt — ersetzt wird. Zu jedem Knoten von G wird ein Knoten v — auch V-
Knoten genannt — erzeugt. Ist v ein Knoten des Blockes B, so werden v und B
mit der Kante (v, B) in B verbunden. Ein Reprdsentant von v € G in einem Block
B ist entweder v selbst, wenn v € B gilt, oder der erste Schnittknoten ¢ auf dem
eindeutigen Weg von B nach v in B.

Der Algorithmus zur Berechnung eines Einfiigepfads in einem planaren, zusam-
menhdngenden Graphen lokalisiert erst die Blocke, in denen die Knoten z und
y zu finden sind, und berechnet dann einen Pfad Pz in B, der die beiden BI&-
cke verbindet. Der Pfad Pz beginnt mit dem Knoten x, gefolgt von einer Sequenz
By,cq,...,Bg_1,cx_1, B und endet mit dem Knoten y. In jedem Block B; von Pg
wird der Einfligepfad P;, der die Représentanten von z und y in B; verbindet, mit
dem Algorithmus 1 berechnet. Zuletzt werden die so berechneten Pfade konkateniert.
Der Pseudocode dieses Verfahrens ist in Algorithmus 2 angegeben. Die Korrektheit
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2 Grundlagen

Abbildung 2.6: (a) ein planarer Graph mit den Schnittknoten 4, 5, 6 sowie der Blocken
Bi1, Bs, Bs, By; (b) der Block-Knoten-Baum des Graphen;

und die Laufzeitanalyse kann in [25] nachgelesen werden.

Die Abbildung 2.6 zeigt einen Graphen mit dem dazugehorigen Block-Knoten-
Baum. Zu jedem Block existiert ein B-Knoten in dem Block-Knoten-Baum. Der
Weg von Knoten 2 zu Knoten 9 in dem Baum ist 2, By, 4, By, 5, B3, 6, By, 9.

Algorithmus 2 aus [25]. Berechnet einen optimalen Einfligepfad fiir ein Paar von
nicht adjazenten Knoten x und y in einem zusammenhéngenden Graphen G.
procedure OPTIMALINSERTER(Graph G, Knoten x, Knoten y)
Berechne den Block-Knoten-Baum B von G
Berechne den Pfad z, By, ¢y, ..., Br_1,¢x_1, Br,y von x nach y in B;
for1,...,k do
Sei x; und y; die Reprasentanten von x und y in B;.
Berechne den Einfiigepfad p; von x; nach y; in B; mit Algorithmus 1;
end for
return p; + - - - 4 py;
end procedure

Satz 2.6 (aus [25]). Sei G = (V, E) ein zusammenhdingender Graph und seien x
und y zwei nicht adjazente Knoten aus G. Algorithmus 2 berechnet einen optimalen
FEinfugepfad fir die Knoten x und y in G in Laufzeit O(|V| + |E|).
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2.4 Aufwartsplanaritatstest fiir s7-Graphen

Der Aufwirtsplanaritétstest fiir s7-Graphen von Bertolazzi et al. |7] bildet zusam-
men mit den Ergebnissen von Gutwenger et al. (siche Kapitel 2.3) die Basis fiir den
Losungsansatz dieser Diplomarbeit.

Der erste effiziente Aufwartsplanaritétstest fir s7-Graphen mit einer Laufzeit von
O(|V]?) (ohne Multikanten) wurde von Hutton und Lubiw [28] veroffentlicht. Thre
Idee wurde von Bertolazzi et al. aufgegriffen und weiterentwickelt. Als Ergebnis ent-
stand ein optimaler Aufwértsplanarititstest mit einer Laufzeit von O(|V| + |E|). In
diesem Kapitel werden die wesentlichen Ergebnisse daraus zusammengefasst.

2.4.1 Grundlagen und Definitionen

In diesem Abschnitt werden die Grundlagen wiedergegeben, die zum Verstdndnis
des spéteren Algorithmus bendtigt werden.

Definition 2.13. Sei G = (V, A) ein DAG. Der Graph G ist expandiert, wenn fir
jeden Knoten v € V' entweder in(v) < 1 oder out(v) <1 gilt.

Ein Ezpansionsgraph kann aus einem azyklischen Digraphen G konstruiert werden,
in dem jeder Knoten v von G mit den eingehenden Kanten e!, ... el und den
ausgehenden Kanten e, ..., ef" in zwei Knoten aufgesplittet wird. D.h. es wird
noch ein zusétzlicher Knoten v’ konstruiert, der mit v durch die gerichtete Kante
e = (v',v) verbunden ist. v' enthilt alle eingehenden Kanten und v enthélt alle

ausgehenden Kanten. Der Expansionsprozess zerstort nicht die Aufwartsplanaritat
eines DAGs.

Lemma 2.2 (aus [7]). Ein DAG G ist genau dann aufwdrtsplanar, wenn der zu G
gehdrende Ezxpansionsgraph G, aufwdrtsplanar ist.

Mit G /e wird eine Kontraktion notiert. Dies ist eine Operation auf einem Graphen,
bei der eine Kante e = (x, y) durch Verschmelzen der Knoten x und y entfernt wird.
Eine gerichtete Unterteilung — notiert mit sub(G,e) — ist eine Operation, in der
ein Knoten z in eine Kante e = (z,y) eingefiigt wird. Das Ergebnis ist z — 2z — y.
Zwei Digraphen GG und G4 sind homdomorph zueinander, wenn beide das Ergebnis
einer endlichen Anwendung der gerichteten Unterteilungsoperation auf einen Di-
graph G sind.

Zwei Graphen sind isomorph zueinander, wenn sie bis auf die Umbenennung der
Knoten gleich sind (Strukturgleichheit).

Ein Graph G, inor ist Minor eines Graphen G, wenn G0 isomorph zu einem Gra-
phen G’ ist und G’ aus G durch eine Anzahl von Kontraktionsoperationen entsteht.
Ein Peak ist die Struktur u — ¢ «— v (siehe Abbildung 2.7 (b)). Die Knoten v und u
werden Basis(knoten) und t, die Spitze des Peaks genannt. Ein Valley mit der Quelle
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(a) (b) () (d)

Abbildung 2.7: (a) eine gerichtete Kante; (b) ein Peak mit den Basis Knoten u und v
und der Spitze t; (¢) ein Valley mit den Spitzen u und v; (d) ein Zig-Zag;

s und den beiden Spitzen u und v ist die Struktur a «— s — b (siche Abbildung 2.7
(¢)). Ein Zig-Zag ist die Struktur v — ¢t < z — v (sieche Abbildung 2.7 (d)).

Peak, Valley, gerichtete Kante und Zig-Zag sind Strukturen, die die ,,Form* ei-
ner Graphkomponente wiedergeben. Ein Graph homéomorph zu einer dieser vier
Strukturen behélt nach einer endlichen Anwendung der Operation sub(G,e) diese
hom6omorphe Eigenschaft bei. Diese Tatsache spielt eine besondere Rolle, wie sich
noch herausstellen wird.

Das folgende Lemma gibt einige hilfreiche Fakten iiber die ,Form“ von Graphkom-
ponenten wieder.

Lemma 2.3 (aus [7]). Sei G = (V, A) ein sT-Graph und u,v € V.

1. Wenn in G u «<» v gilt, dann existiert in G ein Untergraph der homdomorph
zu etnem Valley mit den Spitzen u und v ist.

2. Sei{u,v} ein Split-Paar von G und K eine Split-Komponente des Split-Paares,
so dass v ein innerer Knoten und u eine Quelle von K ist, dann enthdlt K
einen Untergraphen, der homdomorph ist zu einem Peak mit u und v als Ba-
sisknoten.

3. Sei nun G ein 2-zusammenhdngender Digraph, dann ist weder u noch v ein
Schnittknoten in den Split-Komponenten des Split-Paares.

Sei G ein 2-zusammenhédngender s7T-Graph und K eine Split-Komponente des
Split-Paares {u,v}. Mit K° wird der Graph K — {u, v} bezeichnet und mit H der
Teilgraph, der dadurch entsteht, dass alle Knoten aufer v und v von K aus G
entfernt werden (kurz H = G — K).

Die Idee von Lubiv und Hutton ist nun wie folgt: Statt den gesamten Graphen
zu betrachten, betrachtet man nur einen ,Teilauschnitt”, d.h. einen Minor von G.
Geméhk Lemma 2.3 werden einige Teilgraphen durch eine zu ihnen homéomorphe
Strukturen ersetzt. Diese Strukturen sind die oben beschriebenen Peak, Valley, ge-
richtete Kante und Zig-Zag. Es wird sich herausstellen, dass es sogar ausreicht fiir
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den Zweck des Aufwartsplanaritiatstest statt der vier Strukturen nur zwei, ndmlich
Peaks und gerichtete Kanten, zu verwenden.

Die nachfolgenden Regeln geben an, wann eine Split-Komponente von {u, v} durch
einen Peak, u — o < v, oder durch eine gerichtete Kante, v — v bzw. v — wu, ersetzt
wird. Im Falle eines Peaks wird ein Dummy-Knoten (die Spitze des Peaks) erzeugt.
Dieser Knoten ist kein Knoten von G.

Ersetzungsregeln fiir die Minoren-Konstruktion”

e Regel Ry (Quelle/Quelle): u und v sind Quellen in K.
K wird durch den Peak u — o < v ersetzt.

o Regel Ry (Quelle/Senke):

1. wist Quelle und v ist Senke in K und s ¢ K°:
K wird durch eine gerichtete Kante u — v ersetzt.

2. wu ist Quelle und v ist Senke in K und s € K°.
K wird durch den Peak u — o «— v ersetzt.

e Regel R3 (Quelle/innerer Knoten):

1. wist Quelle, v ist innerer Knoten von K, s ¢ K° und v ist Quelle in H:
K wird durch eine gerichtete Kante u — v ersetzt.

2. wu ist Quelle, v ist innerer Knoten von K und s € K°:
K wird durch den Peak u — o «— v ersetzt.

3. wu ist Quelle, v ist innerer Knoten von K und v ist nicht Quelle in H:
K wird durch den Peak u — o «— v ersetzt.

o Regel Ry (nicht Quelle/nicht Quelle):
Falls v Quelle in H ist, wird K durch die Kante u — v ersetzt, ansonsten wird
K durch die Kante u < v ersetzt.

Die Peaks und die gerichteten Kanten, die K in G nach den obigen Regeln ersetzen,
werden gerichtete virtuelle Kanten genannt und mit d(K, G — K) notiert. Wie man
leicht feststellen kann, ist der resultierende Graph nach dem Ersetzungsprozess ein
Minor von G.

Sei 7 ein SPQR-~-Baum von (. Die oben beschriebene Minoren-Konstruktion kann
auf die Skeletons von 7 erweitert werden. Ein Skeleton ist ein sT-Skeleton, wenn
alle seine virtuellen Kanten durch gerichtete virtuelle Kanten ersetzt wurden. Die
Ersetzungsregeln werden dabei auf die pertinenten Graphen der virtuellen Kanten

"Eine Illustration der Regeln ist in der Abbildung 3.3 zu sehen.
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von 7 angewandt.

Abbildung 2.8 illustriert die Minoren-Konstruktion. Fiir die Komponente K; wird
die Regel R, und fiir die Komponente K5, wird die Regel R, angewandt. Beide Kom-
ponenten werden jeweils durch eine gerichtete Kante ersetzt.

4{ L | {H ] J /
/(504K /- | /
/ > |/ o . (,G-K 7-K,)
ﬁ‘___}_\_\h\k :\)._% ? S 3/ iz’(AGfs, a(K,G-K,)

Abbildung 2.8: Minoren-Konstruktion mit den Regeln R; bis Ry.(Bild aus [7])

Charakterisierung von aufwartsplanaren Einbettungen

In [6] geben Betolazzi und Di Battista eine Charakterisierung von aufwértsplana-
ren Einbettungen eines Digraphen an. Diese hilfreiche Charakterisierung wird im
Folgenden skizziert.

Sei I' eine aufwértsplanare Einbettung eines Digraphen G und D eine Zeichnung
von I'. Eine Quelle s bzw. eine Senke ¢t von G ist einem Face f von D zugewiesen,
wenn der Winkel, der durch die beiden zu s bzw. t inzidenten Kanten in f gebildet
wird, grofer ist als 7. Bildlich gesprochen bedeutet dies, dass die beiden Kanten einer
Quelle/Senke eine Spitze bilden. Wenn diese Spitze in ein Face ,sticht*, dann wird
die Quelle/Senke diesem Face zugeordnet (siche Abbildung 2.9). Wenn die Quellen
und Senken im &duferen Face liegen, dann ist klar, dass sie nur dem &ufseren Face
zugewiesen werden konnen, wenn die Einbettung aufwértplanar ist. Bei einer auf-
wartsplanaren Einbettung ist die Anzahl der Zuweisungen an einem Face begrenzt.
Die Begrenzung wird durch die Kapazitit ¢ des Faces angegeben. Sie ist wie folgt
definiert:

c(f) = ny—1 falls f innerer Face ist
c(f) = ny+1 falls f duberer Face ist
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Abbildung 2.9: Zuweisung von Senken: Die Senke 6 wird dem Face f; zugewiesen, da
der Winkel, den die Kanten (4,6) und (2, 6) bilden, grofer ist als 7. Die
Spitze sticht in das Face fi. Entsprechend wird die Senke 7 dem &ufieren
Face fo zugewiesen.

Dabei ist ny die Anzahl der Knoten, die Senken in f sind. Diese Senken werden auch
(Senken-)Switches von f genannt. Hierbei ist zu beachten, das die Senken-Switches
nicht notwendigerweise Senken in G sind.

Mit A(f) wird die Menge von Senken und Quelle bezeichnet, die dem Face f
zugewiesen wird. Eine Zuweisung A in einer Zeichnung von I ist aufwdrtskonsistent,
wenn folgende Bedingung erfiillt sind:

1. Jede Quelle und Senke von G wird genau einem Face zugewiesen.

2. Die Anzahl |A(f)| der Zuweisungen eines Faces f ist gleich seiner Kapazitét

c(f)-

Der letzte Punkt wird auch Kapazititsgleichung des Faces f genannt.

Eine aufwirtskonsistente Zuweisung ist nicht hinreichend, um eine aufwértspla-
nare Einbettung zu charakterisieren. Notwendig ist die Bimodalitét eines Graphen.
Hierbei ist G bimodal, wenn fiir jeden Knoten von G die zirkulare Aufzdhlung der
inzidenten Kanten in hochstens zwei Mengen, namlich die Menge der eingehenden
und die Menge ausgehenden Kanten, partitionieren liasst. Die Menge der planaren,
azyklischen Einbettungen eines bimodalen Graphen werden Kandidaten fiir eine
aufwértsplanare Einbettung genannt. Insbesondere ist eine planare Einbettung ei-
nes expandierten Digraphen ein Kandidat.

Lemma 2.4 (aus [6]). Sei G ein Digraph und I'¢ eine Einbettung von G, so dass I'g
ein Kandidat fir eine aufwdrtsplanare Einbettung ist. Sei f' ein Face von ' und
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A eine Zuweisung. Wenn fir jedes Face f # f' die Anzahl der Zuweisungen A(f)
gleich der Kapazitit c(f) ist, dann ist die Anzahl der Zuweisungen von f' durch A

gleich c(f").

Satz 2.7 (aus [6]). Sei ' eine Einbettung eines Digraphen G und ein Kandidat fir
eine aufwdrtsplanare Finbettung. Die Einbettung I ist genau dann aufwdrtsplanar,
wenn sie eine aufwdrstkonsistente Zuweisung A besitzt.

Abbildung 2.10: Beispiel einer aufwértskonsistenten Zuweisung.

Die Abbildung 2.10 zeigt einen aufwéartsplanaren Graphen mit einer aufwértskon-
sistenten Zuweisung. Das Face f5 besitzt zwei Senken-Switches, ndmlich die Knoten
3 und 8. Da f, duReres Face ist, ist ¢(f,) = 3. Ahnlich lassen sich die Kapazitiiten der
anderen Faces berechnen. Man erhélt dann ¢(f1) = 0, ¢(f3) = 1 und ¢(fy) = 0. Die
blauen Kanten in der Abbildung zeigen die Zuweisungen der Quellen und Senken
des Graphen zu den jeweiligen Faces.

2.4.2 Satz zum Aufwartsplanaritiatstest von s7-Graphen

In diesem Abschnitt geben wir die Beweise zu zwei Lemmata wieder, die zum zen-
tralen Satz 2.8 fiihren. Aus diesem Satz wird dann der Aufwértsplanarititstest fiir
sT-Graphen abgeleitet.

Nach Lemma 2.2 geniigt es zu zeigen, dass der Expansionsgraph eines azyklischen
sT-Graphen aufwértsplanar ist. Die Einbettungen eines azyklischen Expansionsgra-
phen sind automatisch Kandidaten fiir eine aufwartsplanare Einbettung und erfiillen
somit eine notwendige Voraussetzung. Durch die Restriktion des In- und Outgrad
eines Knotens, ndmlich entweder in(v) < 1 oder out(v) < 1, besitzen expandierte
Graphen eine eingeschrénkte Struktur. Diese Einschrankung wird in den spéteren
Beweisen angewendet.
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Lemma 2.5 (aus [7]). Sei G ein sT-Graph und G’ ein Digraph homdéomorph zu
einem Untergraphen Gy, von G. Dann gilt:

1. Ist G azyklisch, dann ist auch G’ azyklisch.

2. Ist G expandiert, dann ist auch G' expandiert.

3. Ist G aufwdrtsplanar, dann ist auch G’ aufwdrtsplanar.
4. Ist Gy ein sT-Graph, dann ist auch G’ ein sT-Graph.

Die Graphen, die homéomorph zu einem Untergraphen eines s7T-Graphen G sind,
sind auch sT-Graphen und besitzen im Bezug auf Kreisfreiheit und Aufwértsplana-
ritdt die gleichen Eigenschaften wie GG. Diese Eigenschaft erlaubt den Riickschluss,
dass wenn G’ nicht aufwéartsplanar ist, dann ist auch G nicht aufwértsplanar. Den
Graph G’ zu finden, der homéomorph zu einem Untergraphen von G ist, ist ,um-
stdandlich®. Das gleich nachfolgende Lemma 2.8 zeigt, dass statt G’ ein Minor von G
geniigt um den gleichen Riickschluss zu ziehen. Um dies zeigen zu konnen, werden
noch einige Hilfslemmata benétigt.

Lemma 2.6 (aus [28]). Seien G = (V, A) ein Digraph und e = (u,v) € A mit
out(u) =1 und in(v) = 1. Sei ferner G' = G//e. Dann gilt:

1. Ist G azyklisch, dann ist auch G’ azyklisch.
2. Ist G aufwdrtsplanar, dann ist auch G' aufwdrtsplanar.

Lemma 2.7 (aus [7]). SeiI" eine aufwartsplanare Einbettung eines aufwdrtsplanaren
sT-Graphen G = (V, A) und e = (s,u) € A eine Kante des dufleren Faces o von
I'. Ferner sei P ein Valley mit w «— s — s und G' = G/e U P. Dann ist G' ein
sT-Graph und hat eine aufwdartsplanare Einbettung I mit P eingebettet am dujfSeren
Face a.

In Abbildung 2.11 ist der Sachverhalt von Lemma 2.7 dargestellt. Die gestrichelte
Kante (s,u) wird durch das Valley u < s’ — s ersetzt. Der resultierende Graph ist
wieder aufwéartsplanar.

Einer der Grundsteine zum Beweis von Satz 2.8 bildet das folgende Lemma. In-
formal lésst sich dieses Lemma wie folgt beschreiben: Eine Komponente K eines
expandierten s7T-Digraphen G.,, wird durch eine virtuelle Kante dx ersetzt. Das
Ergebnis ist ein Minor Ginor von Gegp. Wenn Gy, aufwértsplanar ist, dann ist es
auch der Minor Gninor- Mehr noch, der Minor ist wie Gy, ein expandierter s7-
Graph. Wenn die Quelle s von G,y in K lokalisiert ist, dann ist offensichtlich, dass
die virtuelle Kante dg, nach aufsen gezeichnet werden muss. In dem Beweis wird
die ,Form* von K als eine Struktur Py identifiziert. Es stellt sich heraus, dass es
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Abbildung 2.11: Illustration zu Lemma 2.7.

reicht, Py als Peak, gerichtete Kante, Valley oder Zig-Zag zu identifizieren. Bei der
Minorenkonstruktion geniigt es K stellvertretend durch ein Peak oder eine gerich-
tete Kante zu ersetzen. Aus diesem Grunde werden in den Ersetzungsregeln R; bis
R4 nur Peaks und gerichtete Kanten verwendet.

Lemma 2.8 (aus [7]). Sei Geyp €in Expansionsgraph eines sT-Graphen G, {u,v} ein
Split-Paar von Gy, und K eine Split-Komponente des Split-Paares. Sei H := G—K
und sei di = d(K, H) eine gerichtete virtuelle Kante, die mit K assoziiert ist und
H' := HUdg. Dann gilt:

(a) H' ist ein azyklischer, expandierter sT-Graph.
(b) Ist Geyp aufwirtsplanar, dann ist auch H' aufwértsplanar.

(¢) Ist Geyp aufwirtsplanar mit der Quelle s € K° := K — {u,v}, dann hat H'
eine aufwartsplanare Einbettung mit dig am dufleren Face.

Beweis aus [7]. Es sind nur vier Fille moglich. Jeder Fall korrespondiert zu den
Ersetzungsregeln Rq-R,. Fiir jeden der vier Fille wird nun gezeigt, dass (a)-(c) gilt.
Dabei ist in allen vier Féllen der Beweis zu (c) trivial, weil bei einer aufwértsplanaren
Einbettung von G.,, die Quelle s stets am &dufseren Face eingebettet ist.

R1: wund v sind Quellen in K
dy ist der Peak u — o « wv. Nach Lemma 2.3 enthélt K eine Struktur Py
homoéomorph zu einem Peak mit den Basisknoten u und v. Somit ist H’ ho-
moomorph zu einem Untergraphen von G, und Lemma 2.5 kann angewendet
werden.

(a) Nach Lemma 2.5 ist H' ein expandierter, azyklischer Graph. Da G, ein
sT-Graph ist, konnen v und v nicht beide gleichzeitig Quelle in H' sein.
Also hat H' nur eine Quelle und ist somit ein s7-Graph.

28



2.4 Aufwartsplanaritétstest fiir sT-Graphen

Rgal

Rgbi

(b) Nach Lemma 2.5 ist H' aufwértsplanar.

u ist Quelle, v ist Senke in K und s ¢ K°

d ist die gerichtete Kante © — v. Da s ¢ K° und u die einzige Quelle in K ist,
muss es eine Struktur Py := u ~» v in K geben. Diese ist homéomorph zu der
gerichteten Kante (u,v). Somit ist H' homéomorph zu einem Untergraphen
von Geyp und Lemma 2.5 kann angewendet werden.

(a) Nach Lemma 2.5 ist H' ein expandierter, azyklischer Graph. Wegen der
Kante df ist v keine Quelle in H'. Aus G.,,, ist ein sT-Graph folgt H' ist
ein sT-Graph.

(b) Nach Lemma 2.5 ist H" aufwértsplanar.

u ist Quelle, v ist Senke in K und s € K°

dg ist der Peak u — o «— v. Es ist s € K° und s # u. Nach Lemma 2.3
existiert ein von s und wu verschiedener Knoten ¢ und zwei knotendisjunkte
Pfade s ~» t und u ~» t. Da u nicht Quelle in H sein kann, ist v die einzige
Quelle von H. Es gibt somit den Pfad s ~» v in K und den Pfad v ~~ u in H.
Diese Fakten implizieren zwei knotendisjunkte Pfade s ~~ v und u ~~ t.

Abbildung 2.12: Abbildung zum Beweis von Punkt Rop.

Sei nun P; := s ~ v und P, = s ~ t und z der letzte gemeinsame Knoten der
beiden Pfade. Dann existiert eine Struktur Pg. Dieser ist homéomorph zu dem
Zig-Zag uw — t «— z — v (siche Abbildung 2.12). Daraus folgt, dass in Gz
ein Untergraph existiert, der homéomorph zu H” := H U (z,v) U (z,t) U (u, t)
ist. Wird nun eine Kontraktionsoperation auf die Kante (z,v) angewandt, so
ist das Ergebnis H”/(z,v) = H Udx = H'. Nach Lemma 2.6 ist H' wieder
aufwértsplanar.

(a) Nach Lemma 2.5 ist H” ein expandierter azyklischer Graph. Zusammen
mit Lemma 2.6 folgt, dass H' azyklisch ist. Nach Konstruktion haben
alle Knoten aufer v in H” den gleichen In- und Outgrad und v ist (die
einzige) Quelle in H'. Also ist H' auch expandiert.
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Rgai

Rgb:

R3CZ

R43

(b) Nach Lemma 2.5 ist H” aufwértsplanar. Nach Lemma 2.6 ist somit auch
H’ aufwartsplanar.

u ist Quelle, v ist innerer Knoten in K, s ¢ K° und v ist Quelle in H
dy ist die gerichtete Kante u — v. u ist die einzige Quelle in K, somit gibt es
den Pfad u ~~» v in K. Der Beweis fiir (a) und (b) lduft analog wie fiir Ro,.

u ist Quelle, v ist innerer Knoten in K, s € K° und v ist Quelle in H
dg ist der Peak u — o « v. Die Komponente K enthélt zwei Quellen s und
v. Der Beweis ist analog zu Raop.

u ist Quelle, v ist innerer Knoten in K und nicht Quelle in H

Aus der Tatsache, dass v keine Quelle in H ist, folgt s ¢ K° und w ist die einzige
Quelle in K. Nach Lemma 2.3 enthélt K eine Struktur Px homdéomorph zu
einem Peak mit den Basisknoten u und v. Somit ist H’ homéomorph zu einem
Untergraphen von G, und Lemma 2.5 kann angewendet werden.

(a) Nach Lemma 2.5 ist H' ein expandierter, azyklischer Graph. Wenn u
identisch mit s ist, dann hat H’ nur eine Quelle. Wenn « nicht identisch
ist mit s, dann ist er nicht Quelle in H und H’ hat nur eine Quelle. Aus
diesen beiden Tatsachen folgt, dass H' ein sT-Graph ist.

(b) Nach Lemma 2.5 ist H'" aufwértsplanar.

u und v sind beide keine Quelle in K

Dann ist u oder v Quelle in H. Da die Rollen von u und v hier vertausch-
bar sind, wird ohne Beschrankung der Allgemeinheit angenommen, dass u die
Quelle von H ist. di ist die gerichtete Kante u — wv. Folgende Fille sind
moglich:

u «» v: Nach Lemma 2.3 enthélt K eine Struktur Px homdomorph zu einem

Valley mit den Spitzen v und v. Also ist der Graph H” := HU(s,v)U(s, u)
homdomorph zu G.,p. Durch Kontraktion von (s, w) erhélt man H” =
HUdg =H'"

(a) Nach Lemma 2.5 ist H” azyklisch und expandiert. Zusammen mit
Lemma 2.6 folgt, dass H' azyklisch ist. Nach Konstruktion haben
alle Knoten aufer v in H” den gleichen In- und Outgrad und w ist
(die einzige) Quelle in H’. Also ist H' auch expandiert.

(b) Nach Lemma 2.5 ist H” aufwértsplanar. Zusammen mit Lemma 2.6
folgt H' ist aufwéartsplanar.

u ~» v: Es gibt dann eine Struktur Pgx in K homdomorph zu der gerichteten
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(a) Nach Lemma 2.5 ist H' ein expandierter azyklischer Digraph. u ist die
einzige Quelle in H und somit auch die einzige Quelle in H' = HUd.

(b) Nach Lemma 2.5 ist H' aufwértsplanar.

v ~» u: Durch die Existenz des Pfades v ~~ u ist v Quelle in H, sonst gibe es
einen Zyklus in Ggp. Somit sind u und v Quellen in H.

(a) Da H azyklisch und expandiert ist und zwei Quellen u und v besitzt,
ist H' = H Udj auch azyklisch und expandiert. Durch die Kante d
ist v nicht Quelle in H’'. Somit hat H' nur die Quelle u.

(b) Sei H"” := H U (v,u). H” ist homéomorph zu einem Untergraphen
von Ggp. Nach Lemma 2.5 existiert eine Einbettung I' von H” mit
(v,u) am Auferen Face. Ferner ist H” ein expandierter s7-Graph
mit Quelle v. Aus H” wird nun H konstruiert, indem die Kante
(v,u) durch den Valley u < & — v ersetzt wird. Der (Dummy-
)Knoten s" wird zusétzlich in H eingefiigt. H' wird nun aus H durch
Kontraktion der Kante (s', u) gebildet. Diese Operationen éndern die
aufwértsplanaren Eigenschaften nicht (siche Lemma 2.5 und 2.6).
Aus Lemma 2.5 folgt H ist aufwértsplanar. Zusammen mit Lemma
2.6 folgt H' ist aufwértsplanar.

Somit folgt die Behauptung von Lemma 2.8. O

In Lemma 2.8 wird ein Minor konstruiert, indem nur eine Split-Komponente durch
eine virtuelle Kante ersetzt wird. Durch Induktion iiber die Anzahl der Komponenten
K; kann ohne weiteres gezeigt werden, dass die Ergebnisse von Lemma 2.8 auch
dann gilt, wenn mehrere Komponenten durch entsprechende virtuelle Kanten ersetzt
werden.

Lemma 2.9 (aus [7]). Sei G,y ein expandierter sT-Graph und Ky, . .., K, die Split-

Komponenten der Split-Paare {uy,v1}, ..., {w, v} von Geyp. Ferner sei Guinor =
G—-—Ky— - — K, Udg, U---Udg,, ein Minor von G mit dg, := d(K;,G — K;).
Dann gilt:

(a) Guinor ist ein sT-Digraph.
(b) Ist G aufwirtsplanar, dann ist auch Gupiner aufwdrtsplanar.

(c) Ist G aufwirtsplanar mit der Quelle s € K, fir 1 <i < m, dann hat G inor
eine aufwartsplanare Einbettung mit dx, am aufleren Face.

Fiir den Beweis des zweiten Grundsteins fiir Satz 2.8, dem Lemma 2.13, wird eine
Reihe von Hilfslemmata benétigt, die hier ohne Beweis angeben wird. Mit Pk wird
die Struktur, die die ,Form“ einer Graphkomponente widerspiegelt (siche Beweis zu
Lemma 2.8) bezeichnet und mit I'y C I'¢ wird die Einbettung I'y; der Komponente
H, die in der Einbettung I' enthalten ist, notiert.
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Lemma 2.10 (aus [7]). Sei Gy, ein planarer Ezpansionsgraph eines sT'-Graphen
G mit der Quelle s, {u,v} ein Split-Paar von Gey,, K eine Split-Komponente des
Split-Paares. Sei H = G — K, dg = d(K,H) und dg = d(H, K) die gerichtete
virtuelle Kante von K bzw. H. Ferner sei H = HU Py und H = HUdg ein Minor
von Gz mit der planaren Aufwdrtseinbettung I'yr, so dass dx am dufSeren Face von
Ly eingebettet ist, falls s € K° ist. Sei ayy ein Face der Einbettung I'y von H, die
di enthdlt. Dann gilt:

(a) H ist ein expandierter, azyklischer Digraph.

(b) H ist ein sT-Graph und besitzt eine planare Aufwdrtseinbettung I'z mit I'y C
I'; und Py st eingebettet in ag.

Abbildung 2.13: Illustration des Lemma 2.10: (a) der Graph Ge,p mit den Komponenten
H und K; (b) der Graph H, bestehend aus H und der Struktur Pg;

Die Abbildung 2.13 illustriert Lemma 2.10. In (a) ist der Graph G, dargestellt.
Die Komponente H hat die Einbettung I'y. In (b) ist die Komponente H mit der
Einbettung I'y sowie die Struktur Pg dargestellt. Sie bilden den Graphen H mit
der Einbettung I'j.

Wir schauen uns die Split-Komponenten H und K eines Split-Paares {u, v} eines
planaren, expandierten s7-Graphen G.,, genauer an (sieche Abbildung 2.14). In den
Komponenten von H und K gibt es jeweils eine Struktur Py bzw Py, die mit ihrer
jeweiligen gerichteten virtuellen Kante dx = d(K, H) und dy = d(H, K) assoziiert
sind. Diese beiden Strukturen haben die gemeinsamen Knoten u und v und bilden
einen Kreis C = Px U Py. Sei wieder H = H U Px und K = K U Py. Seien
G* der Teilgraph, der von C' eingeschlossen wird, K*, der Teilgraph in K von G*
plus die Struktur Ppy, und H*, der Teilgraph in H von G* plus die Struktur Pk.
Durch eine gegebene aufwiértsplanare Einbettung I'g,,, sind die Einbettungen der
Graphkomponenten von G.,, festgelegt. Diese aufwiartsplanaren Einbettungen der
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Komponenten werden mit I';,,, notiert und es gilt:
Lromp C Tq,,, fiir komp € {FI, K, H*, K*,G"}.

Eingeschlossen in C' ist das Face vg«. Dieses enthélt die Knoten u und v (siehe
Abbildung 2.14 (c)). Fiir die dufseren Faces ay+ von H*, ag« von K* und ag- der
entsprechenden Einbettung kann folgendes beobachtet werden:

g = O — OGg+ :C:PHUPK
Wir geben nun einige Fakten iiber die Komponenten H*, K* und G* wieder.

Lemma 2.11 (aus [7]). Sei s* eine Quelle in K* bzw. H*, wie oben beschrieben.
Dann gilt:

(a) s* € C.
(b) Der Digraph K* bzw. H* ist ein expandierter sT-Graph.

Lemma 2.12 (aus [7]). Sei I'g« eine planare Finbettung von G* mit Py und Pk
eingebettet am dufferen Face. Dann ist G* ein expandierter Graph und g~ ist eine
Aufwdrtseinbettung. Insbesondere ist '+ eine aufwdrtsplanare FEinbettung.

Den zweiten Grundstein zum Beweis von Satz 2.8 bildet das folgenden Lemma.

Lemma 2.13. Sei G, ein expandierter, planarer sT-Graph mit der Quelle s, {u, v}
ein Split-Paar von Gegp, K eine Split-Komponente des Split-Paares mit s € K. Sei
H=G-K,dx =d(K,H) und dg = d(H, K) die gerichtete virtuelle Kante von K
bzw. H. Wenn die folgenden Bedingungen gelten, dann ist G,y aufwdrtsplanar.

1. Der Minor K' = K Udy ist aufwartsplanar.

2. Der Minor H = H U dg besitzt eine planare Aufwdrtseinbettung mit dx am
aufleren Face.

Beweisskizze aus [7]. Nach Voraussetzung sind H' und K’ aufwértsplanar. Nach
Lemma 2.10 sind auch die Einbettungen I'; und I' (definiert wie oben) aufwérts-
planar. Aus diesen beiden Einbettungen kann eine Einbettung I'g,,, fiir G, kon-
struiert werden mit I'g- C I'g,,,. Mit Ausnahme von zwei Faces, die mit v¢,,, und
BG.., bezeichnet werden, konnen alle anderen Faces von I'g,,, eindeutig zu I'z oder
zu I'; zugewiesen werden. Das Face v¢,,, ist identisch mit dem Face yg- von G* und
ist somit ein inneres Face (sieche Abbildung 2.14(c)). Die Knoten v und v sind die
»Nahtstellen” der Komponenten H und K. Um zu zeigen, dass I'g,,, aufwértspla-
nar ist, muss nach Lemma 2.7 gezeigt werden, dass eine konsistente aufwértsplanare
Zuweisung Ag,,, existiert. Diese Zuweisung ldsst sich aus den Zuweisungen von I'g,

I'z und I'g- konstruieren. Zusammen mit der Tatsache, das I'g,,, ein Kandidat fiir
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PH

(b) (©)

Abbildung 2.14: (a) eine planare Einbettung I'¢ des Graphen G mit den Split-

34

Komponenten H und K von {u,v}. In H und K sind jeweils die Struk-
turen Py und Py eingezeichnet. Diese beiden Strukturen bilden einen
ungerichteten Kreis C. Eingeschlossen in C' ist G* (rot gezeichnet). (b)
die Einbettung I'f7= und 'k« Fiir die beiden duferen Faces ap+ und
ag+ gilt: ags = ag« = C = Py U Pk. (c) Darstellung der Faces vq.,,
und fa,,,;
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eine aufwartsplanare Einbettung ist, folgt dann die Behauptung von Lemma 2.13.

Seien Arﬁ, A[‘R und Ar. die aufwirtskonsistenten Zuweisungen der entspre-
chenden Graphkomponenten. Da die Einbettungen I'; und I'; aufwértsplanar sind,
muss es diese Zuweisungen geben. Dies gilt auch fiir G*, da er nach Lemma 2.12
aufwartsplanar ist. Aus den drei Zuweisungen wird eine Zuweisung A¢,, =~ fiir Gegp
wie folgt konstruiert:

erp

L Ac..,(V6ery) = Ac-(16+).
2. Aa..,(f) = Ag(f) fiir alle f € I'jz.
3. Ag..,(f) = Az (f) fiir alle f € I'z.

4. Die restlichen verbliebenen Senken und eventuell die Quelle s werden dann
Face f(g.,, zugewiesen.

Problematisch fiir die Zuweisung sind die Knoten u und v. Da sie Nahtstellen
sind, fallen sie sowohl unter Ag-, unter Az als auch unter Ay. Somit kénnen sie
an mehreren Faces zugewiesen werden. Um zu zeigen, dass das nicht der Fall sein
kann, muss die folgende drei Punkte bewiesen werden. Dann kann daraus gefolgert
werden, dass Ag,,, aufwirtskonsistent ist®.

(a) Falls u oder v Senken sind, so werden sie von Ag
f von ', zugewiesen.

zu genau einen einen Face

exrp

exp

(b) Falls v oder v innere Knoten sind, werden sie von Ag,,, keinem Face zugewie-
se1m.

(c) Die Anzahl der Zuweisungen fiir das Face f entspricht genau der Kapazitit

c(f).
O

Unter bestimmten Voraussetzungen ist der Minor eines Minors eines Digraphen
G wiederum ein Minor von G, wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 2.14 (aus [7]). Sei Gpinor €in Minor eines Digraphen G, {u,v} ein Split-
Paar von G, das auch Split-Paar von G e 1st. Seien die Quellen von G auch Quel-
len von Giner- Ferner sei K eine Split-Komponente von Giner des Split-Paares
{u,v} und K eine zu K korrespondierende Komponente, die man erhdlt, indem alle
gerichteten virtuellen Kanten von K durch ihre entsprechenden Komponenten in G

ersetzt werden. Es gilt dann d(IN(, Gminor — K) = d(K,G — K)

8Der Beweis kann in 7] nachgelesen werden.
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Wir haben nun alle Lemmata zusammen, die zum Beweis des folgende Satzes
notig sind.

Satz 2.8. Sei G.,, der Expansionsgraph eines sT-Graphen G und T der SPQR-
Baum von Gegp. G ist genau dann aufwdrtsplanar, wenn T an einem @Q-Knoten p
gewurzelt werden kann, so dass folgendes gilt:

1. p enthdlt die Quelle s von G und

2. alle sT-Skeletons von T haben eine aufwdrtsplanare Einbettung mit der virtu-
ellen Referenzkante am duferen Face.

Der Beweis der Richtung ,,=“ geht aus Lemma 2.9 hervor. Die Riickrichtung ,,<*
lasst sich mit Induktion iiber die Knotenanzahl des SPQR-~-Baumes 7" mit Hilfe von
Lemma 2.13 und Lemma 2.14 zeigen.

Aus diesem Satz wird im néchsten Abschnitt der Algorithmus zum Testen von
Aufwartsplanaritét eines sT-Graphen abgeleitet.

2.4.3 Algorithmus zum Aufwartsplanaritatstest

Der Algorithmus 3 zum Testen von Aufwértsplanaritdt von sT-Graphen wird aus
dem Satz 2.8 abgeleitet. Als Eingabe benétigt er einen 2-zusammenhéngenden s7-
Graphen. Ein allgemeiner s7T-Graph kann ohne weiteres in Blocke zerlegt werden.
Sind alle seine Blocke aufwértsplanar, dann ist auch der sT-Graph aufwértsplanar.

Im Algorithmus wird zuerst der Eingabegraph G = (V, A) zu einem Expansi-
onsgraph G, transformiert. G, wird dann auf die notwendigen Bedingungen der
Kreisfreiheit und der Planaritéit getestet. Der Expansionsprozess und der Test auf
Kreisfreiheit bendtigt eine Laufzeit von O(|V + |E|). Der Planaritétstest ist nach
[26] in O(|V| + |E|) realisierbar. Nach dem Testen der notwendigen Bedingungen
wird der SPQR-Baum 7 von G.,, mit den sT-Skeletons konstruiert. Dieser Prozess
benotigt eine Laufzeit von O(|V| + | E|).

Im Algorithmus werden die S-, P- und Q-Knoten nicht auf Aufwértsplanaritét
getestet. Der Grund hierfiir ist, dass in einem planaren, azyklischen, expandierten
sT-Graphen die sT-Skeletons immer aufwértsplanar sind und die virtuelle Referenz-
kante immer nach aufsen gezeichnet werden kann.(Fiir eine detailierte Analyse der
Knoten siehe Kapitel 4.) Nur fiir die R-Knoten wird ein Aufwirtsplanaritéitstest
vollzogen. Fiir sie gilt: Die Anzahl der Einbettungen eines R-Knotens betréagt genau
zwei und die Summe der Knoten in allen R-Skeletons ist hochstens O(|V]). Nach
Satz 2.3 ldsst sich der Aufwértsplanaritétstest fir alle R-Knoten in O(|V] + |E|)
bewerkstelligen.

Durch das Markieren der virtuellen Kanten in einem R-Knoten pur werden die
Kanten kenntlich gemacht, die nach aufen gezeichnet werden konnen. Nach Satz 2.8
konnen nur sie Referenzkanten sein. Folglich diirfen die 7-Knoten v%, die mit den
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unmarkierten Kanten e; assoziiert sind, keine Elternknoten von pg sein. Dement-
sprechend werden die Kanten von 7, die mit e; assoziiert sind, so gerichtet, dass die
v Kinder von pup sind.

Die Knoten von 7, deren Skeleton s nicht enthélt, miissen Kinder eines benachbar-
ten Knotens sein, deren pertinenter Graph s enthélt. Wenn 7 an einem Q-Knoten
[, mit s € skeleton(pg), gewurzelt wird, dann erzwingt diese Bedingung zusam-
men mit der oben beschriebenen 7-Kantenausrichtung, dass in der Referenzkante
jedes T-Knotens x mit s ¢ skeleton(k) stets s lokalisiert ist. Besitzen die 7-Kanten
nicht eine einheitliche Ausrichtung, dann kann eine Referenzkante nicht nach aufen
gezeichnet werden. Der Eingabegraph ist folglich nicht aufwértsplanar.

Eine Uberpriifung, ob so eine 7-Kantenausrichtung und Wurzelung existiert, kann
in einer Laufzeit von O(|V|+ |E|) realisiert werden. Somit hat der Algorithmus eine
Gesamtlaufzeit von O(|V| + |E]).

Abbildung 2.15: Ein aufwirtsplanarer, expandierter sT-Graph.
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Algorithmus 3 aus [7]. Aufwértsplanaritiatstest fir 2-zusammenhéngenden s7-
Graphen.

Eingabe: 2-zusammenhéngender s7-Graph G mit Quelle s.

2: Ausgabe: true oder false

10:

12:

14:

16:

18:

20:

22:

24:

26:

28:

30:

32:

34:

36:

38:

40:

function ISUPWARDPLANAR(G)

Konstruiere Expansionsgraph G, von G;
if G.p nicht planar or nicht azyklisch then
return false;
end if
Konstruiere den SPQR-Baum 7 von G.gp;
for each virtuelle Kante e eines Skeletons do
Identifiziere die Endpunkte von e als Quelle, Senke oder inneren Knoten
in dem pertinenten Graph von e;
Merke, ob der pertinente Graph von e die Quelle s enthélt;
end for
Berechne die sT-Skeletons;
for all R-Knoten 1 do
Weiéhle eine beliebige Einbettung I' von skeleton(u);
if I" ist nicht aufwértsplanar then
return false;
end if
Markiere die virtuellen Kanten von skeleton(u),
deren Endpunkte im dufleren Face einer planaren Aufwértszeichnung
skeleton(u) liegen kénnen.
for each nicht markierte virtuelle Kante e do
Richte die zu e assoziierte Kante in 7, so
dass sie p als Zielknoten hat;
end for
end for
for each Knoten p von 7 do
if s ¢ p then
Sei v der Nachbarknoten von pu, dessen pertinenter Graph s enthalt.
Setze v als Zielknoten der Kante p und v;
end if
end for
Berechne, ob 7" an einem Q-Knoten /i, mit s € g, gewurzelt werden kann,
so dass alle Kanten von 7 eindeutig zur Wurzel ausgerichtet sind.
if es gibt so eine Wurzelung then
return true;
else
return false;
end if

end function
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Rap)

[=] s4|

Abbildung 2.16: Der SPQR-Baum mit sT-Skeletons zum Beispielgraphen aus der Ab-
bildung 2.15.
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Abbildung 2.16 zeigt einen SPQR-Baum mit s7-Skeletons des Beispielgraphen aus
der Abbildung 2.15. Der Baum ist an der Kante (2,4) gewurzelt. Die Q-Knoten des
Baumes wurden aus Ubersichtsgriinden weggelassen. Die virtuelle Referenzkante ist
in blau gezeichnet. Die Kanten, die mit einem Q-Knoten assoziiert sind, sind schwarz
gezeichnet und die anderen gerichteten virtuellen Kanten in griin gehalten. Neben
den gerichteten virtuellen Kanten stehen die entsprechenden Ersetzungsregeln. Die
schwarzen Knoten stellen die Dummy-Knoten der Peaks dar.

2.5 Das Zeichenverfahren von Sugiyama

Das Zeichenverfahren von Sugiyama [35, 13] ist das klassische Verfahren zum Zeich-
nen von Digraphen. Das Verfahren ist in mehrere Phasen unterteilt. In diesen Phasen
werden bestimmte &dsthetische Kriterien optimiert. Einige dieser Phasen beinhalten
NP-schwere Probleme, zu deren Losung eine Vielzahl von Heuristiken existieren.
Deshalb spricht man auch von einem Framework fiir das Zeichnen von Digraphen.
Das Framework ist in Algorithmus 4 angegeben. Die einzelnen Phasen werden in
den nachfolgenden Abschnitten erldutert.

Algorithmus 4 Sugiyamas Framework zum Zeichnen von Digraphen.
Phase 1: Entfernen von Kreisen

Phase 2: Schichtenzuweisung
Phase 3: Kreuzungsminimierung

Phase 4: Zuweisung der horizontalen Positionen der Knoten

2.5.1 Entfernen von Kreisen

Der Eingabedigraph wird in dieser Phase kreisfrei gemacht, da die spateren Phasen
einen azyklischen Digraphen voraussetzen. Um dies zu erreichen, wird eine Menge
von Kanten M,., berechnet, durch deren Umkehrung der Digraph azyklisch wird.
Dieser Umkehrprozess wird nach Phase 4 wieder riickgangig gemacht. Um eine gute
Zeichnung zu bekommen, sollte die Kardinalitdt von M,.., moéglichst klein bleiben.
Dieses Problem ist auch als feedback arc set bekannt und ist NP-schwer [20]. Zur
Losung dieses Problems bieten sich folgende Heuristiken an:

Sei G = (V, A) fur die folgenden Beschreibungen ein zusammenhéngender Digraph.

Tiefensuche-Heuristik [13]: G wird mittels einer Tiefensuche durchlaufen. Dabei
werden die Kanten von G in zwei Mengen, die Menge der Vorwirstkanten
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und die Menge der Riickwérstkanten, partitioniert. Die Riickwértskanten wer-
den dann umgekehrt. Diese Heuristik zeichnet sich durch ihre Einfachheit und
Schnelligkeit (Laufzeit O(|V|+4|A])) aus. Die Ergebnisse sind jedoch nicht sehr
befriedigend.

Greedy-Heuristik [12]: Die zentrale Idee der Greedy-Heuristik ist die Annahme,
dass Knoten mit hohem Outgrad eher weiter unten gezeichnet werden als
Knoten mit geringem Outgrad. Dadurch erhofft man sich, dass héher gelegene
Knoten weniger Kanten besitzen, die zu einer tiefer gelegenen Kante zeigen.

Die Knoten des Graphen werden nach ihrem Outgrad sortiert. Gemafs der
Sortierungsreihenfolge werden die Knoten nur mit ausgehenden Kanten nach-
einander in einem zu Beginn leeren Graphen hinzugefiigt. Die Kanten, die
zu einem Knoten mit einer hoheren Sortierungsnummer fithren, werden um-
gekehrt. Der so konstruierte Graph enthélt keine Kreise. Die Laufzeit dieses
Verfahrens ist in der Grofenordnung O(|V| 4 |A]). Die Ergebnisse dieses Ver-
fahrens sind deutlich besser als die der Tiefensuche-Heuristik.

Divide und Conquer Heuristik [12]: Ahnlich wie bei dem Greedy-Verfahren wird
auch hier eine Reihenfolge der Knoten ermittelt, indem jeder Knoten eine Prio-
ritdtsnummer aus 1,...,|V| zugewiesen bekommt. Geméf dieser Reihenfolge
wird dann wie bei dem Greedy-Verfahren ein kreisfreier Graph konstruiert.
Die Reihenfolge wird rekursiv wie folgt ermittelt: Der Graph G wird in zwei
disjunkte Mengen G| und G4 partitioniert, wobei fiir alle Knoten u € G und
v € Gy gilt: out(u) > out(v). Ist die Kardinalitdt von V' gerade, so wird der
Graph G in zwei gleich grofse Mengen eingeteilt. Ist sie ungerade, so besteht die
Menge (G aus genau einem Knoten v,,4:. Upmaer besitzt den grofiten Outgrad
von allen Knoten von G. Die Menge (G5 besteht aus den restlichen Knoten.
Dem Knoten v,,,, wird die gréftte noch verfiighare Prioritdtsnummer zugewie-
sen. Das ganze wird dann rekursiv auf G; und G, fortgesetzt, bis die Mengen
leer sind.

Dieses Verfahren ist etwas langsamer als die oben beschriebenen Verfahren.
Tests haben ergeben, dass bei diinnen Graphen® die Laufzeit um den Faktor
vier langsamer ist. Die Menge M,.., enthalt im Schnitt 20% weniger Kanten
als die Greedy-Heuristik.

Zum Schluft dieses Abschnitts sei noch angemerkt, dass fiir die Klassen der plana-
ren Digraphen das feedback arc set Problem in einer Laufzeit von O(|V|?) optimal
16sbar ist [17].

9Als diinne Graphen wird hier Graphen bezeichnet, deren Kantenanzahl in der Gréfenordnung
ihrer Knoten liegen.
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2.5.2 Schichtenzuweisung

Nachdem die Kreise des Graphen entfernt wurden, ist die Aufgabe in Phase 2, die
Knoten moglichst gleichméfig auf der Zeichenfliche zu verteilen und gleichzeitig
darauf zu achten, dass die Zeichnung nicht unnotig viel Zeichenflache einnimmt. Ein
zu groker Zeichenflichenverbrauch birgt die Gefahr, dass Knoten zu weit auseinan-
der liegen. Die Verfolgung der Kanten durch das menschliche Auge wird dadurch
erschwert.

Um eine Verteilung der Knoten auf der Zeichenfliche systematisch gestalten zu
kénnen, benutzt Sugiyama das Schichtlayout. In einem Schichtlayout werden die
Knoten eines Digraphen G = (V, A) in h Mengen(Schichten) Ly, ..., Lj, partitioniert,
so dass fiir jede Kante e = (u,v) gilt: Ist w € M; und v € L; dann ist i < j. Die Hohe
des Graphen ist h. Die Breite w ist die grofte Kardinalitiat der L;, i € {1,... h}.
Die Spannweite von e ist die Anzahl der Schichten, die zwischen u und v liegen.
Ein Graph ist proper'® wenn alle Kanten eine Spannweite von eins haben. Dies
wird erreicht, indem Dymmy-Knoten in Kanten mit einer Spannweite grofer als
eins eingefiigt werden. Die Aufgabe, eine Partitionierung von G in Lq,..., L, zu
finden, die den obigen Anforderungen geniigt, ist NP-schwer [13]. Das Problem kann
namlich auf das Multiprocessor-Scheduling Problem reduziert werden. Die Aufgabe
hierbei ist es n Aufgaben an w Prozessoren so zu verteilen, dass sie alle in der Zeit h
erledigt werden konnen. Folgende Heuristiken werden fiir die Verteilung der Knoten
auf die Schichten herangezogen:

Lingste Pfad Heuristik [13]: Hier werden alle Senken von G in der obersten Schicht
(Lp) platziert. Alle anderen Knoten werden geméfs ihrem ldngsten Abstand zu
den Senken in den entsprechenden Schichten platziert. Der Abstand ist hier
die Anzahl der Kanten des ldngsten Pfades.

Der Vorteil dieses Verfahrens ist, dass mit Hilfe einer Tiefensuche auf G die
Losungen berechnet werden kénnen. Ferner ist die Hohe des Graphen minimal,
da alle Knoten stets den kiirzesten Abstand zur Senke haben. Das Verfahren
erzeugt jedoch Graphen mit hoher Breite, da sich viele Knoten an den unteren
Schichten ansammeln.

Coffman-Graham-Heuristik [9]: Die Coffman-Graham-Heuristik wurde urspriing-
lich fiir das multiprocessor scheduling Problem entwickelt. Wegen der nahen
Verwandschaft dieses Problems mit der Suche nach einer passende Partitionie-
rung kann die Heuristik ohne weiteres zur Losung der Schichtenzuweisung her-
angezogen werden. Die Coffman-Graham-Heuristik berechnet fiir jeden Kno-
ten eine Prioritdtsnummer. Die Knoten mit vielen Vorgangern bekommen eine
hohe und Knoten mit wenigen Vorgdngern bekommen eine niedrige Priori-
tatsnummer. Nach Vergabe der Prioritdtsnummer fiir alle Knoten und nach

Oenglisch: proper=korrekt, ordentlich
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Festlegung der maximalen Breite w bekommt jeder Knoten eine Schicht zuge-
wiesen. Die Zuweisung lauft wie folgt: Weise, beginnend mit ¢ = A, dem Knoten
v mit der grofsten Prioritdtsnummer, dessen Vorganger noch nicht gezeichnet
wurden, die Schicht L; zu. Im Falle, dass L; schon w Knoten zugewiesen be-
kommen hat, weise v die Schicht L;_; zu und fahre iterativ fort mit ¢ =i — 1
bis alle Knoten eine Zuweisung bekommen haben.

Nach [31] gilt fiir die Hohe des von der Coffman-Graham-Heuristik berechneten
Graphen die folgende Ungleichung;:

2
e--2)

Dabei ist h,,;, die minimale Hohe des geschichteten Graphen, dessen maximale
Schichtbreite w betrigt.

Neben der Abschéitzung fiir die Hohe des geschichteten Graphen hat diese
Heuristik noch den Vorteil, dass die Breite w als Parameter eingegeben wer-
den kann. Die Heuristik hat jedoch den Nachteil, dass es viele Dummy-Knoten
erzeugt. Negativ wirkt sich auch die Laufzeit aus, da die Methode einen Gra-
phen voraussetzt, der keine transitiven Kanten enthélt. Um dies zu erreichen
muss eine Transformation durchgefiihrt werden, die eine Laufzeit von O(|V|?)
mit sich bringt. Das gesamte Verfahren wird von dieser Laufzeit dominiert.

Methode von Gansner et al. [18]: Die Dummy-Knoten entstehen, wenn eine Kan-
te eine Spannweite von mehr als eins hat. Dann wird fiir jede Schicht, die
die Kante {iberspannt, ein Dummy-Knoten erzeugt. Sie blahen den Graphen
unnotig auf und verlangsamen dadurch die Berechnung. In der endgiiltigen
Zeichnung werden Dummy-Knoten nicht gezeichnet. Stattdessen werden sie
durch potentielle Knickpunkte ersetzt. Eine Verfolgung der Kante durch das
Auge kann dadurch erschwert werden.

Die Methode von Gansner et al. setzt hier an und berechnet eine Schichtenzu-
ordnung, so dass der resultierende geschichtete Graph eine minimale Anzahl
von Dummy-Knoten besitzt. Die Minimierung der Anzahl der Dummy-Knoten
ist gleichbedeutend mit der Minimierung der Lange der Kanten. Die Autoren
benutzen hierzu Lineare Programmierung und formulieren das Problem wie
folgt: Sei y(v) eine Funktion, die jedem Knoten v € GG eine y-Koordinate zu-
weist. Fiir diese Funktion gilt:

e y(v) ist eine ganze Zahl fiir alle v.
e y(v) > 1 fiir alle v.
e y(u) —y(v) > 1 fiir alle Kanten (u,v).

Die Funktion f(y) =>_, ., (y(u)—y(v)—1) gibt dann die Summe aller Langen
der Kanten an. Gesucht wird eine Funktion y(v), die f minimiert. Gansner
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2 Grundlagen

et al. haben mit einer Variante des Simplexverfahrens, das in der Praxis als
effizient gilt, dieses Problem gel6st.

2.5.3 Kreuzungsminimierung

Ein Graph mit vielen Uberkreuzungen von Kanten ist uniibersichtlich. Eine Mini-
mierung der Kreuzungen ist notwendig, um eine gute Zeichnung zu ermoglichen.
Die Anzahl der Kreuzungen héngt nicht von der Position der Knoten ab, sondern
von ihrer Reihenfolge in den jeweiligen Schichten. Die Aufgabe in dieser Phase ist
eine Ordnung der Knoten fiir alle Schichten zu finden, so dass der Graph eine mi-
nimale Anzahl von Kantenkreuzungen besitzt. Dieses Problem ist als crossing num-
ber bekannt und ist NP-schwer. Es sei angemerkt, dass bereits das Minimieren der
Kantenkreuzungen fiir zwei Schichten NP-schwer ist [19]. Losungsansétze fiir die-
ses Problem basieren meistens auf lokaler Optimierung. Lokal bedeutet hier, dass
nur zwei benachbarte Schichten betrachtet werden. Die Kreuzungen zwischen die-
sen beiden Schichten werden dann minimiert. Hierbei geht man wie folgt vor: Zuerst
legt man die Knotenordnung fiir eine Schicht L; fest. Die Ordnung der benachbarten
Schicht L;;; wird dann berechnet, so dass die Kreuzungsanzahl zwischen den beiden
Schichten moglichst gering ist. Dieses Verfahren, layer by layer sweep genannt, wird
fir ¢ € {1,...,h — 1} angewandt und solange iteriert bis keine Verbesserung mehr
erkennbar ist. Fiir die Kreuzungsminimierung zwischen zwei Schichten werden dann
z.B. folgende Heuristiken benutzt:

Barycenter-Heuristik [34]: Diese Heuristik sowie die nachfolgend beschriebene Me-
dian-Heuristik, basieren auf der intuitiven Annahme, dass jeder Knoten mog-
lichst ,nahe“ bei seinem Vorgénger- bzw. Nachfolgerknoten liegen sollte. Hat
zum Beispiel ein Knoten v € L; m Nachfolgerknoten in der Schicht L;,; mit
den Barycenter-Werten 1, ..., x,,, so ist der neue Barycenter-Wert von v der
Durchschnitt % Die neue Ordnung der Knoten in der Schicht L;,, wird
durch die sortierten Barycenter-Werte bestimmt.

Median-Heuristiks [14]: Die Median-Heuristik basiert auf der gleichen Idee wie die
Barycenter-Heuristik. Jedoch wird statt der Durchschnittskoordinate die Me-
diankoordinate der Nachfolgerknoten benutzt. Die Barycenter- und Median-
Heuristik zeichnen sich durch ihre Einfachheit und Schnelligkeit aus [11, 32].
Tests haben gezeigt, dass fiir dichte Graphen die Ergebnisse nahe am Optimum
liegen [15].

Knotentausch-Heuristik [11]: Hier werden Paare von Knoten in der selben Schicht
vertauscht und dann ihre Wirkung auf die Anzahl der Kreuzungen festgestellt.
Die Vertauschung wird riickgéngig gemacht, wenn keine Verbesserung festge-
stellt werden kann. Dies wird solange durchgefiihrt bis kein Paar mehr existiert,
das zu einer Verbesserung beitragt. Da die Anzahl verschiedener Paare genau
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2.5 Das Zeichenverfahren von Sugiyama

(“;') betragt, ist der Aufwand nicht allzu grof.
Die Experimente mit diesem Verfahren lassen darauf schliefen, dass es sehr
gute Ergebnisse mit zuféllig erstellten Graphen produziert.

Hybrid-Methode [32, 18]: Die Hybrid-Methode kombiniert alle drei genannten
Heuristiken. Zuerst werden die Knoten nach ihrem Median geordnet. Die
Barycenter-Heuristik wird angewandt, falls mehrere Knoten mit dem gleichen
Median existiert. Zuletzt wird die Knotentausch-Heuristik benutzt. Dieses Ver-
fahren hat sich in der Praxis sehr bewéhrt.

Jiinger et al. haben verschiedene Heuristiken sowie Methoden zur exakten Be-
rechnung der Knotenordnung fiir die 2-Schicht-Kreuzungsminimierung untersucht
[29]. Es stellt sich heraus, dass eine optimale Losung selbst fiir grofe Instanzen (eine
Schicht mit bis zu 60 Knoten) schnell und ohne Heuristik berechnet werden kann.

2.5.4 Zuweisung der horizontalen Positionen

In Phase 2 wird jeden Knonten v die y-Koordinate berechnet, indem v einer Schicht
L; zugewiesen wird. Die Ordnung der Knoten in den Schichten wurde in Phase 3
berechnet.

In dieser Phase werden nun die x-Koordinaten der Knoten berechnet, ohne die
Ergebnisse der vorherigen Phasen zunichte zu machen. Gleichzeitig sollte die Zeich-
nung durch die Platzierung der Knoten kompakt sein. Schwierigkeiten bereiten in
dieser Phase die Kanten mit grofser Spannweite. Damit die Kanten moglichst ge-
rade gezeichnet werden, miissen geeignete x-Koordinaten fiir die Dummy-Knoten
gefunden werden.

Die Abbildung 2.17 gibt eine Illustration dieser Sachverhalte wieder. In (a) ist eine
Zeichnung mit nicht optimaler x-Koordinatenzuweisung dargestellt. Dem gegeniiber
steht die Zeichnung (b) mit verbesserter x-Koordinatenzuweisung.

Abbildung 2.17: Phase 4 des Sugiyama-Algorithmus: (a) eine Zeichnung ohne Optimie-
rung der x-Koordinaten; (b) eine Zeichnung, deren x-Koordinaten mit
der QP-Methode ermittelt wurden.
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Im Folgenden wird eine Losung zur Berechnung der Koordinaten vorgestellt:

QP-Layout Methode [35]: Das Kiirzel QP steht fiir Quadratic Programming. Bei
diesem Verfahren wird das Problem als Optimierungsproblem formuliert und
mit den Methoden der quadratischen Programmierung gelost. Die Methode ist
jedoch rechenintensiv.

Sei v ein Knoten in der Schicht L;, a;,...,ax € L;y; die Nachfolger und
bi,...,b; € L, die Vorgénger von v. Mit z, wird die x-Koordinate von Kno-
ten v notiert. Der Abstand von v zu einem seiner Nachfolger a; wird definiert
als (z, — x,,)% Sei fi die Funktion, die die Summe dieser Abstinde iiber al-
le Knoten des Graphen berechnet. Der untere Schwerpunkt x|, von v ist der
Durchschnitt ¥, = (x4, + - - - + x4, ) /k der Koordinaten der Vorgénger von wv.
Entsprechend ist der obere Schwerpunkt x?, der Durchschnitt der Koordinaten
der Nachfolger. Der Abstand von v zum unteren Schwerpunkt wird definiert
als (2%, —x,)?, wenn in(v) > 1, ansonsten null. Der Abstand von v zum oberen
Schwerpunkt wird definiert als (z% —x,)?, wenn out(v) > 1, ansonsten null. Sei
f2 die Funktion, die die Summe beider Absténde iiber alle Knoten berechnet.
Die Aufgabe der Optimierung ist nun die Funktion f = c¢f; + (1 — ¢) f2, mit
0 < ¢ <1, zu minimieren. Die Minimierung von f; bewirkt eine Minimierung
der Abstidnde der Knoten. Die Minimierung von f, bewirkt, dass der Knoten
v nicht allzu weit von seinen Nachfolgern und Vorgéngern gezeichnet wird. Bei
der Optimierung miissen dabei einige Randbedingungen beachtet werden, wie
z.B. die Ausdehnung der Knoten oder der minimale Abstand. Diese Randbe-
dingungen koénnen als Bedingung der Optimierung formuliert werden.

2.5.5 Vor- und Nachtelile

Das Zeichenverfahren von Sugiyama zeichnet sich durch seine Universalitdat aus. Es
kann alle Digraphen Klassen zeichnen. Die Einteilung des Verfahrens in vier Phasen
erlaubt eine grofe Flexibilitit. Hinzu kommt, dass fiir jede Phase geniigend bewéhrte
und schnelle heuristische Losungensmethoden existieren. In der Praxis hat sich das
Verfahren als recht effizient erwiesen. Hinzu kommt, dass keine bessere Alternativen
zum Zeichnen von Digraphen existieren, die praktikabel sind.

Eine der grofsen Schwéchen des Verfahrens ist die Schichtung des Graphen. Durch
die Schichtung konnen zusétzliche Kreuzungen entstehen. Selbst wenn in der Phase
3 eine optimale Losung gefunden wird, bleiben diese Kreuzungen in der endgiiltigen
Zeichnung bestehen. Dies verdeutlicht Abbildung 2.18. (a) zeigt eine Zeichnung eines
Graphen mit minimaler Kreuzungsanzahl. (b) zeigt eine Zeichnung mit Schichtung
bei Anwendung der Ldngste Pfad Heuristik. Die Kreuzung in (b) ldsst sich nicht
mehr durch Permutation der Knoten in den jeweiligen Schichten entfernen.
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2.5 Das Zeichenverfahren von Sugiyama

Abbildung 2.18: Nachteil durch die Schichtung bei Sugiyama-Verfahren: (a) eine kreu-
zungsfreie Zeichnung; (b) eine Zeichnung mit einer Schichtung der Kno-
ten;
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3 Aufgabenstellung und
Problemanalyse

In diesem Kapitel wird eine Beschreibung des zu losenden Problems und dessen
Einordnung in das Gebiet des automatischen Zeichnens von Graphen angegeben.
Es wird eine Untersuchung der Eigenschaften und Strukturen von Graphkompo-
nenten durchgefiihrt. Insbesondere wird auf die Spiegelung der Einbettungen einer
Komponente eingegangen.

3.1 Motivation und Problembeschreibung

In Abschnitt 2.5 wurde die klassische Zeichenmethode von Sugiyama vorgestellt.
Eine alternative Zeichenmethode fiir DAGs bietet der Ansatz der Aufwirtsplanari-
sierung. Dieser Ansatz lasst sich in zwei Phasen einteilen:

1. Berechne aus dem Ursprungsgraphen G einen aufwértsplanaren Untergraphen
Gup, bei dem eine moglichst kleine Anzahl von Kanten, die Kreuzungen ver-
ursachen, entfernt werden.

2. Fiige die entfernten Kanten wieder nacheinander so ein, dass der Graph, der
durch Ersetzung der Kreuzungen durch Dummy-Knoten entsteht, wieder auf-
wartsplanar ist.

In dieser Diplomarbeit konzentrieren wir uns auf die Aufwartsplanarisierung von
sT-Graphen. Genau genommen untersuchen wir Phase 2 des Aufwértsplanarisie-
rungsprozesses. Die Aufgabe (oder auch Problem) dieser Phase wird Edge-Insertion-
Problem genannt. Formal lésst sich das Problem wir folgt beschreiben.

Problem 3.1 (Edge-Insertion). Gegeben sei ein zusammenhdngender, aufwdrtspla-
narer sT-Graph G = (V, A) mit der Quelle s und ein Paar von Knoten (x,y) mit
x,y € V. Finde eine aufwdrtsplanare Einbettung U, von G, so dass das Einfii-
gen der Kante e = (x,y) in Ty eine minimale Anzahl an Kreuzungen unter allen
maoglichen aufwdrtsplanaren Einbettungen verursacht.

Fiir die Phase 2 wird meistens ein Schichtungsverfahren benutzt, welches dem des
Sugiyma-Ansatzes (siehe z.B. [16]) dhnelt. Hierbei wird zuerst eine Schichtung des
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aufwartsplanaren Untergraphen durchgefiihrt, danach wird ein passender Routing-
Graph konstruiert. In diesem Routing-Graphen wird der kiirzeste Einfiigepfad be-
rechnet. Dieses Verfahren wird fiir alle einzufiigenden Kanten wiederholt. Das Re-
sultat ist ein aufwértsplanarer Graph. Die Schwéche des Verfahrens liegt in der
Schichtung des Untergraphen. Wie beim Sugiyama-Ansatz kann die Schichtung un-
notige Kreuzungen erzeugen. Hier setzt unsere Diplomarbeit an. Wir werden einen
Ansatz zur Berechnung eines Einfligepfades entwickeln, der nicht auf einer Schich-
tung basiert.

Die Motivation zur Untersuchung des FEdge-Insertion-Problem leitet sich nicht
nur aus der Tatsache ab, dass das Problem eine wichtige Rolle in der Aufwérts-
planarisierung einnimmt. Zuséatzliche Motivation bieten auch die Resultate aus den
Arbeiten von Gutwenger et al. (siche Kapitel 2.3 und [25]). Sie haben das FEdge-
Insertion-Problem fiir ungerichteten Graphen untersucht und in Experimenten ge-
zeigt, dass durch das von ihnen entwickelte Verfahren durchschnittlich eine relative
Verbesserung der Kreuzungsanzahl von 14,4% erzielt werden kann!, was merklich
zu Verbesserung der Zeichnung eines Graphen beitrégt.

3.2 Problemanalyse

Im Gegensatz zum ungerichteten Fall (siche Abschnitt 2.3) geniigt es im gerichteten
Fall nicht einen kreuzungsminimalen FEinfiigepfad zu berechnen. Zuséatzlich muss
noch die Randbedingung gelten, dass der Einfiigepfad die Aufwértsplanaritat des
Ursprungsgraphen nicht zerstéren darf. Einen Einfligepfad mit dieser Eigenschaft
nennen wir einen aufwdrtskonsistenten Einfigepfad. Durch diese Restriktion kénnen
wir an einem einfachen Beispiel zeigen, dass die Traversierungskosten einer Split-
Komponente K eines Split-Paares {u,v} eines Digraphen G nicht unabhéngig sind
von der Einbettung von G. Dieses Beispiel ist in Abbildung 3.1 illustriert. In (a) ist
der ungerichtete Fall dargestellt. Hier ist der optimale Einfiigepfad unabhéngig von
der Einbettung der Komponente K. Es werden drei Kanten gekreuzt. Der gleiche
Pfad wiirde in einem Digraphen die aufwéartsplanaren Eigenschaften zerstoren. In
(b) ist der optimale Einfiigepfad im gerichteten Fall dargestellt. Es werden hier
vier Kanten gekreuzt. In (¢) wurde die Einbettung von K aus der Abbildung (b)
gedndert. Die Anzahl der gekreuzten Kanten betrédgt fiinf. Die Traversierung einer
Graphkomponente in einem Digraph kann folglich von der Einbettung abhéngen.
Zusétzlich kann sie davon abhéngen, ob ein Pfad von x nach y berechnet werden
soll, oder von y nach z. Dies verdeutlicht Abbildung 3.1 (d), wo der Pfad von y
nach x verlduft. In (e) ist ein Beispiel dargestellt, wo der optimale Einfiigepfad im
gerichteten Fall immer mehr Kosten als im ungerichteten Fall verursacht. Da K
eine 3-zusammenhéngende Komponente ist, gilt dies sogar fiir alle aufwartsplanare
Einbettungen von K. Ferner ist K symmetrisch, so dass die Kosten von x nach y

L Als Testgraphen diente die Graphensammlung von Di Battista et al.[1]
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gleich den Kosten von y nach x sind. Somit existiert kein Pfad von x nach y und
umgekehrt, der weniger Kosten verursacht als im ungerichteten Fall.

Es existieren auch aufwartsplanare Einbettungen, die keine aufwértskonsistenten
Einfiigepfade besitzen (siehe Abbildung 3.2). Hier muss erst eine geeignete Einbet-
tung gefunden werden. Die Tatsache, dass es exponentiell viele aufwéartsplanare Ein-
bettungen geben kann, erschwert das Problem zusétzlich. Um eine Losung zu finden,
ist eine Betrachtung iiber alle aufwértsplanaren Einbettungen nétig. Hierfiir wird
eine dhnliche Datenstruktur wie den SPQR-~Baum fiir planare 2-zusammenhéngende
Graphen benotigt.

Angenommen, eine geeignete aufwartsplanare Einbettung mit einer Vielzahl an
aufwartskonsistenten Einfligepfaden wurde gefunden. Dann stellt sich die Frage, wie
man nun die aufwéartskonsistenten Einfiigepfade von den nicht aufwartskonsistenten
Einfligepfaden unterscheidet. Insbesondere sind wir an der Berechnung des kiirzes-
ten aufwértskonsistenten Einfiigepfades fiir diese Einbettung interessiert.

Diese Uberlegungen fithren zu drei Problemen, die geldst werden miissen.

1. Wie kann eine Datenstruktur zur Aufzéhlung aller aufwértsplanaren Einbet-
tungen konstruiert werden?

2. Wie kann aus den vielen aufwértsplanaren Einbettungen eine geeignete Ein-
bettung gefunden werden?

3. Wie kann ein kiirzester Einfligepfad fiir eine gegebene Einbettung berechnet
werden?

Dabei lassen sich die letzten beiden Probleme vermutlich nicht getrennt vonein-
ander betrachten.

3.3 Eigenschaften der Split-Komponenten

Die sT-Skeletons werden konstruiert, indem die Split-Komponenten durch Peaks
oder gerichtete Kanten ersetzt werden. Jede Split-Komponente ist dabei eindeu-
tig mit einer der Ersetzungsregeln assoziiert. In diesem Abschnitt untersuchen wir
diese Komponenten genauer. Insbesondere gehen wir auf die Moglichkeit der Spie-
gelung der einzelnen Komponenten ein. Wir beginnen mit der Struktur der Split-
Komponente.

3.3.1 Struktur der Split-Komponenten

Sei Gy €in expandierter, 2-zusammenhéngender sT-Graph mit der Quelle s, {u, v}
ein Split-Paar von G¢,,, K eine Split-Komponente des Split-Paares und H := Gy, —
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3 Aufgabenstellung und Problemanalyse

Abbildung 3.1: Abhéngigkeit der Traversierungskosten einer Graphkomponente von der
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Einbettung: Die ausgemalten Graphkomponenten symbolisieren sehr
dichte Teilgraphen, deren Traversierung hohe Kosten verursachen. (a)
der ungerichtete Fall; (b) ein optimaler Einfiigepfad von x nach y; (c)
der gleiche Graph wie in (b) nur mit einer anderen Einbettung; (d) die
gleiche Einbettung wie (c¢), wobei der Pfad von y nach x verlauft; (e) Ein
Beispiel, wo der optimale Finfiigepfad im gerichteten Fall immer mehr
kostet als im ungerichteten Fall, egal ob die Kante von x nach y oder
umgekehrt gerichtet ist.
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Abbildung 3.2: (a) eine Einbettung ohne aufwirtskonsistente Einfiigepfade; (b) Durch
die Wahl einer anderen Einbettung existiert nun ein aufwéartskonsistenter
Einfiigepfad.

K. Ferner sei K°:= K — {u,v}.

Wir untersuchen nun die Split-Komponenten des Split-Paares {u, v}. Dabei wer-
den die Komponenten nach den Ersetzungsregeln R; bis R, klassifiziert. Die Erset-
zungsregel, mit der die gerichtete virtuelle Kante e bzw. die Komponente K assoziiert
ist, wird mit rule(e) bzw. rule(K) notiert.

rule(K) =Ry :
u und v sind beide Quellen der Komponente K (siche Abbildung 3.3 (R1)).

&1a: Es gibt eine Struktur Py in K homoéomorph zu dem Peak u — ¢t «— v
(siche Kapitel 2.4).
E1p: Die Quelle s ist in H. Wire sie in K°, so dominiere s nicht v und v.
&1e: Da w und v beide Quellen in K sind, muss in K folglich u +» v gelten.
rule(K) = Raq -

u ist Quelle und v ist Senke in der Komponente K. Die Quelle s ist nicht in
K° lokalisiert (siche Abbildung 3.3 (R2a)).

Era: Es gibt eine Struktur Pk in K homéomorph zu der Kante u — v (siehe
Kapitel 2.4).
Eop: u dominiert alle Knoten in K, da er die einzige Quelle in K ist.

&se: Es gibt keinen Pfad hom&omorph zu einen Peak u — o «— v in K, da v
eine Senke in K ist.

rule(K) = Rap :
u ist Quelle und v ist Senke in der Komponente K. Die Quelle s ist in K°
lokalisiert (siche Abbildung 3.3 (R2b)).
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Esq: Es gibt eine Struktur Py in K homéomorph zum Zig-Zagu — t < z — v
mit ¢,z € K und eventuell z = s (siche Kapitel 2.4).

Ese: Es gilt s - u in K, da u eine Quelle in K ist.
Ey: Es gilt v ~» w in H, sonst dominiert s nicht .
Eag: u ist keine Quelle in H. Dies geht aus £y hervor.

Eop: Es gilt u +» v in K. Dies geht aus der Eigenschaft & zusammen mit
der Voraussetzung, dass v keine Senke in K ist, und der Kreisfreiheit von
G eqp hervor.

&y: Es gibt keinen Pfad in K homdomorph zu einem Peak ©v — o «— v, da v
eine Senke in K ist.

&y;1 v ist die einzige Quelle in H und dominiert alle Knoten von H. Ware dies
nicht der Fall, dann besifte H keine Quelle.

rule(K) = Ra, :

u ist Quelle und v ist innerer Knoten der Komponente K. Zusétzlich ist v noch
Quelle in H und s ist nicht in K*° lokalisiert (siche Abbildung 3.3 (R3a)).

E3q: Es gibt einen Pfad in K homéomorph zum Peak v — ¢t «— v, t € K
(siche Kapitel 2.4) sowie einen Untergraphen homéomorph zum , Dreieck®
t—u—v—t.

Esp: u ist die einzige Quelle in K und dominiert alle Knoten in K.
Esc: Es gilt u = v in H, da v eine Quelle in H ist.

Esq: Es gibt eine Struktur Py hom&omorph zu dem Peak s — o «— v in H, weil
v eine Quelle von H ist und somit mindestens einen Knoten dominiert.
Dieser wird auch von s dominiert.

rule(K) = Rap :

o4

u ist Quelle und v innerer Knoten der Komponente K. Die Quelle s ist in K°

lokalisiert (siehe Abbildung 3.3 (R3b)).

Ese: Es gibt eine Struktur Pk in K homéomorph zum Zig-Zagu — t «— 2z — v
mit t, z € K. Dabei kann z = s sein. (siche Kapitel 2.4).

Esp: Es gibt den Pfad v ~» v in H, sonst kann s nicht v dominieren.

Esqy: Es gilt u +» v in K. Existiert ein Pfad u ~~ v, so gébe er zusammen mit
&sr ein Kreis in Ggp. Da u eine Quelle in K ist, gibt es den Pfad v ~ u
in K nicht.

Esp: v ist die einzige Quelle von H und dominiert alle Knoten von H, da u
wegen &3y keine Quelle in H ist.
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rule(K) = R :
u ist Quelle und v innerer Knoten der Komponente K. Zusétzlich ist v nicht

Quelle in H (siehe Abbildung 3.3 (R3c)).

Esi: Es gibt einen Pfad in K homéomorph zum Peak u — ¢t «— v, t € K (siehe
Kapitel 2.4).

&3, vist Senke in H, da er nach Voraussetzung keine Quelle ist und durch die
Ingrad/Outgrad Restriktion eines Expansionsgraphen kein innerer Kno-
ten in H sein kann.

Esr: u ist die einzige Quelle in K und dominiert alle Knoten in K.

Es: Es gibt einen Pfad u ~~ v in K, da u die einzige Quelle und v ein innerer
Knoten in K ist.

Esm: Es gibt einen Pfad s ~~ v in H. Trivial, da v eine Senke in H ist.

rule(K) =Ry :
w und v sind nicht Quellen der Komponente K (siehe Abbildung 3.3 (R4a),
(R4b) und (R4c).

E4a: w oder/und v sind Quellen in H.

3.3.2 Spiegelung einer Graphkomponente

In diesem Abschnitt werden wir untersuchen, unter welchen Umstédnden eine Kompo-
nente eines 2-zusammenhéngenden s7T-Graphen bei einer gegebenen aufwartsplana-
ren Einbettung gespiegelt werden kann, so dass die aus der Spiegelung resultierende
Einbettung aufwértsplanar ist.

Seien Gegp, {u,v}, H und K wie im letzten Abschnitt definiert. Sei I',,, eine
aufwiartsplanare Einbettung von G, und A eine aufwartskonsistente Zuweisung der
Einbettung I'g,,,. Durch I'g,_,, werden auf H und K die Einbettungen I'y,I'x C
I'q,,, induziert. Im Folgenden wird das dufsere Face von I'y mit ay und das dufiere
Face von I' mit oy notiert.

Die Komponente K wird durch zwei Faces F' und F" von H getrennt (siche
Abbildung 3.4). F! ldsst sich in zwei Face-Abschnitte f und fL unterteilen. f
enthélt nur Kanten aus H und f% enthilt nur Kanten aus K ohne die Kanten, die u
und v als Endknoten besitzen. Entsprechend wird Face F" in Face-Abschnitten f},
und 7 unterteilt. Somit sind die Knoten u und v nur in den Face-Abschnitten f
und fj, enthalten.

Sei [y die Einbettung von K, die aus der Spiegelung der Einbettung I' ¢ resultiert.
(Eine Spiegelung von I'jx kann durch die Umkehrung séamtlicher zirkuldrer Kanten-
aufzahlungen der Knoten in der Einbettung I'j durchgefiihrt werden.) Sei F’Gew die
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3 Aufgabenstellung und Problemanalyse

Abbildung 3.3: Illustration der Graphkomponenten: Jede Abbildungen ist mit einer ent-
sprechenden Regel assoziiert. Die gerichteten virtuellen Kanten sind in
rot gezeichnet. Die Abbildungen (R4a), (R4b) und (R4c) zeigen den Fall
wenn in K u <» v, u ~ v und v ~ u gilt. In allen drei Fallen ist u eine

Quelle von H.
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resultierende Einbettung aus I'g,,,, bei der nur die Einbettung I'x gespiegelt wird.
Das nach der Spiegelung zu F' bzw. F" korrespondierende Face wird mit F' bzw.
F'" beschrieben. Face F'! besteht aus der Kantensequenz von f4 und der umgekehr-
ten Kantensequenz f;* von f5. Face F'" besteht aus der Kantensequenz von f}; und
der umgekehrten Kantensequenz f;t von f.

Abbildung 3.4: Illustration der Face-Notationen: Zu beachten ist, dass die Rollen von
H und K vertauscht werden kénnen und sowohl Fj als auch F,. kénnen
duferes Face sein.

Im letzten Abschnitt wurde festgestellt, dass die Kosten des Einfiigepfades von
Knoten x nach Knoten y davon abhéngen, ob der gerichtete Pfad von x nach y oder
von y nach x fithrt. Bezogen auf die Traversierung einer Graphkomponente K be-
deutet das, dass die Traversierungskosten von K davon abhéingen, ob K von F! nach
F" oder umgekehrt traversiert wird. Das ist dann der Fall, wenn K eine Struktur Py
beinhaltet, die homéomorph ist zu einem Peak v — ¢t «+— v mit t € K. Dann kann
dieser Pfad in zwei Teilstiicke partitioniert werden. Der erste Teilpfad enthalt alle
Knoten, die von u dominiert werden, der zweite enthélt die restlichen Knoten. Je
nach dem in welches Face die Spitze des Peaks hinein sticht, kann einer der beiden
Teilpfade nicht traversiert werden. Anschaulich verdeutlicht dies die Abbildung 3.5.
Der Peak v — 3 «— u sticht in das Face F} hinein. Alle Kanten der Komponente K
kénnen ohne weiteres vom Einfiigepfad gekreuzt werden. Sticht die Spitze hingegen
in Face F', darf der Einfiigepfad z.B. nicht die Kante v — 3 kreuzen. Die eventuell
kostengiinstigeren Einfiigepfade kénnen dadurch blockiert werden. Um das zu ver-
hindern, wird die Komponente K so gespiegelt, dass die Kanten, die vorher nicht
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3 Aufgabenstellung und Problemanalyse

passierbar waren, wieder vom Einfiigepfad gekreuzt werden. Die Abbildung 3.5 illus-
triert diese Uberlegung. In dieser Abbildung wird die Einbettung aus der Abbildung
3.1 (c) gespiegelt. Statt fiinf werden hier nur drei Kanten gekreuzt.

Abbildung 3.5: Minimierung der Traversierungskosten durch Spiegelung der Einbettung
'k aus Abbildung 3.1 (c).

Es stellt sich nun die Frage, welche Graphkomponenten bei einer gegebenen Ein-
bettung gespiegelt werden kénnen, so dass die daraus resultierende Einbettung auf-
wartsplanar bleibt. Um dieser Frage nachgehen zu konnen, sind einige Voriiberle-
gungen notwendig.

Voriiberlegungen zur Spiegelung von Graphkomponenten

Wir beginnen mit einige Fakten und Voriiberlegungen iiber die Faces einer aufwérts-
planaren Einbettung I'g,,,. Wie wir sehen werden, spielt die Anzahl der Senken in
einem Face eine wichtige Rolle bei der Entscheidung, ob eine Graphkomponente
gespiegelt werden kann oder nicht.

Sei ag,,, ein dukeres Face und f¢,,, ein inneres Face der Einbettung I'¢,,, (siche
Abbildung 3.6 (a) und (b)). Durch eine einfache Uberlegung kénnen wir folgendes
feststellen (siche auch [7]):

Beobachtung 3.1. Fiir dufere und innere Faces einer aufwdrtsplanaren Einbettung
FGEW gllt

(a) Alle Senken-Switches im dufSeren Face ag,,, sind auch Senken in Geyp. Diese
Senken werden von A dem Face ag,,, zugewiesen (siche Abbildung 3.6 (a)).
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3.3 Eigenschaften der Split-Komponenten

(b) In einem inneren Face fg,,, gibt es genau ein ausgezeichnete Senken-Switch
t der nicht an fg,,, zugewiesen wird (siehe Abbildung 3.6 (b)).

(c) Alle Senken-Switches ungleich t von Bg,,, sind Senken in Ggyp.

aGexp

Abbildung 3.6: Schematische Darstellung eines inneren Faces ag,,, (a) und eines &u-
feren Faces fg.,, (b) und die Zuweisung der Senken. (a) Alle Senken-
Switches des dufseren Faces sind auch Senken des sT-Graphen. Sie werden
dem &dufseren Face durch eine aufwértskonsistente Zuweisung A zugewie-
sen. (b) Mit Ausnahme von einem Senken-Switch ¢ sind alle Senken-
Switches Senke des sT-Graphen. Sie werden dem inneren Face zugewie-
sen, in das sie hineinstechen.

Fiir die weiteren Untersuchungen wird sich das folgende Hilfslemma als niitzlich
erweisen.

Lemma 3.1. Seien I'g,,,, I'x, I'; , und {u, v} wie oben beschrieben. Sei die Kom-
ponente K ein sT-Graph mit s ¢ K° := K — {u,v}. Wenn die Eigenschaft von
u und v als Senken-Switch bzw. nicht Senken-Switch in F' und/oder F" nach der
Spiegelung in F'* und/oder F'" beibehalten wird, dann ist F’Gm eine aufwdrtsplanare
Einbettunyg.

Beweis. Seien cpi(u), cpr(u), ¢pn(u) und cp.(u) die Kapazitdten von u zu den Faces
FUFr F''und F'". Seien cpi(v), cpr(v), cpn(v) und cpr (v) die Kapazititen von v
zu den Faces F', ", F'' und F'". Aus den Voraussetzungen folgen cpi(u) = cpni(u),
cpr(u) = cprr(u), cpi(v) = cpn(v) und cpr(v) = cpre (V).
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3 Aufgabenstellung und Problemanalyse

Nach der Spiegelung bleiben die Faces von I'y mit Ausnahme von F! und F"
unverandert. Die Kantenaufzdhlung der Faces in 'k sind umgedreht, so dass zu
jedem Face f € ' ein eindeutig korrespondierendes Face f’ € I existiert.

Seien |f|r die Anzahl der Senken des Face-Abschnittes f, die an dem Face F
zugewiesen wird und cp(f) der Beitrag von f zur Kapazitét von F. Fiir den Beweis
des Lemmas werden die folgende zwei Félle unterschieden:

Fall 1: F' und F" sind innere Faces von g,

Die Abbildung 3.7 gibt eine Darstellung dieses Falles wieder. Die Face-Abschnitte
ft und f7 sind Kantensequenzen aus dem duReren Face ax. Nach Beobachtung 3.1
sind alle Senken-Switches in den beiden Face-Abschnitten auch Senken in G,,. Die
Zuweisung A weist die Senken von fi dem Face F' und die Senken von fj dem
Face F" zu. Somit ist |fi|m = cp(fL) und |f5|p = cpr(fF). Es lisst sich ferner
beobachten, dass die Knoten v und v von A weder an F' noch an F" zugewiesen
werden, da sie nicht in deren Gebieten hineinstechen kénnen. Wir konstruieren nun
aus A die Zuweisung A’ wie folgt:

1. Fiir jedes Face f € T'y mit f ¢ {F, F"} ist A'(f) := A(f).

2. A’ weist die Senken des Face-Abschnitts fi, und f}; wie A zu. Falls A sie an
F' oder F" zuweist, dann weist A’ sie an F'' oder F'" zu.

3. Sei f' € Iy und f € ' das zu f’ korrespondierende Face. Ferner enthélt f’
und f keine Kanten aus f% und fi: A'(f) := A(f)

4. A’ weist die Senken von fk an F'" und die Senken von fj an F'! zu.

Nach der Konstruktion gilt fiir alles Faces f € T'g;, mit f ¢ {F " F'"} die Kapa-
zitédtsgleichung. Das ist offensichtlich, da fiir f die Zuweisung von A benutzt wird
und A nach Voraussetzung aufwértskonsistent ist. Wir betrachten nun die Kapazi-
tatsgleichungen von F*, F'*, F” und F'". Vor der Spiegelung gilt:
el + el = em(F) + flelpe + em(u) + e () — 1

J/

-~

—JA(FY) )

Ul + [kl = crr(fi) + | [kl + cpr(u) + cpr(v) = 1
)| —e(F")

Nach der Spiegelung folgt aus der Konstruktion von A’

=il =l (D) —cn(w)  =c(v)
l r l r
JfH|Fl + |fK|FTJ :fFl(fH) +| [kl + cp(u) + cpi(v) —1
A —(F")
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:|f;;|F/T :|f;(T‘F/r =cF/T(f;}") =c s (u)  =cps,(v)
r l r l
Tle + Talm = oG 17kl + e () + o) -1
(P —e(Frr)

Somit gilt auch die Kapazititsgleichung fiir F'* und F'". A’ ist eine aufwértskonsis-
tente Zuweisung. Da alle Einbettungen von G.,, Kandidaten einer aufwértsplanaren
Einbettung sind, ist nach Satz 2.7 die Einbettung F’Gw aufwértsplanar.

Fall 2: F' oder F" ist das dufere Face von T'g,,

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kann angenommen werden, dass F” der &u-
ere Face ist. Der Beweis, dass F' duReres Face ist, geht bis auf die Umbenennung
der Face-Abschnitte analog.

Es gilt wieder |fk|m = cp(fl) und | fi|rr = cpr(fr). Falls u oder v eine Senke
ist, dann ist u oder v ein Senken-Switch des &ufseren Face und A weist ihn F" zu.
Die Konstruktion von A’ und die Kapazitétsgleichung fiir F* und F'* sind identisch
mit Fall 1. Die Kapazitéatsgleichung fiir F" vor der Spiegelung ist

faler + | filpr = cpe(ff) + | fklpr + cpr(u) + cpr(v) + 1

-~

=|A(FT)| =c(FT)

und nach der Spiegelung ist

il TR =e (D) e (W) =0, (0)

/-r’\\ . K—J\T ! —~

aler + | fxlee = cr(fi) +1fic|p + cpr(w) + cpr(v) +1.
A (F) et

Somit ist A" eine aufwértskonsiste Einbettung und nach Satz 2.7 ist die Einbettung
I't,,, aufwirtsplanar. O

Eine Illustration zum Beweis von Lemma 3.1 gibt die Abbildung 3.7. In (a) ist
die Komponente K vor der Spiegelung dargestellt. Die Senken des Face-Abschnitts
ff werden dem Face F; zugewiesen. Der Beitrag zur Kapazitit von f5 zu F ist
gleich der Anzahl der Zuweisungen von f an Fj. In (b) wird 'y gespiegelt. Die
Face-Abschnitte f und f¥ vertauschen ihre Positionen. Eine aufwirtskonsistente
Zuweisung A’ kann aus A konstruiert werden, indem die Zuweisung fiir Faces F; und
F, in den Abschnitten f; und f, entsprechend gedndert wird.

Eine Hilfsstruktur fiir die weitere Untersuchungen

Als néchstes betrachten wir die Hilfsstruktur H aus der Abbildung 3.8 (a). H besitzt
zwei aufwirtsplanare Einbettungen, wobei die zweite Einbettung eine Spiegelung
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(b)

Abbildung 3.7: Zuordnung der Senken bei einer Spielgelung.

der ersten Einbettung ist. Sei A der Teilgraph von H ohne den Knoten s, die Kante
s — v und s — v. Fiir eine gegebene aufwértsplanare Einbettung I'y; von H kann
die von I'y; induzierte Einbettung I'y auf A offensichtlich nicht gespiegelt werden,

so dass die daraus resultierende Einbettung I'}, aufwértsplanar ist (siehe Abbildung
3.8 (b)).

Beobachtung 3.2. Fir die Struktur H gilt:

(a) Ein Digraph G mit einem Untergraph homéomorph zu H ist nicht aufwdrts-
planar, wenn H nicht aufwdrtsplanar gezeichnet werden kann.

(b) Seil'y und ' 4 wie oben beschrieben. Sei 1"y, die Einbettung von H, die aus der
Spiegelung von I' 4 entsteht. Dann ist Iy, keine aufwdrtsplanare Einbettung.

Im Folgenden wird die Komponente K nach den Ersetzungsregeln R, bis R4
klassifiziert und untersucht.

K ist mit R, assoziiert

Nach Eigenschaft &, gibt es eine Struktur Px homéomorph zum Peak v — t «— v
in K. In H existiert eine Struktur Py homdomorph zu einem Valley u «+— s — v
(sieche Abbildung 3.3 (R1)). In einer aufwértsplanaren Zeichnung der Einbettung
I'q.,, ist der Knoten ¢ hoher gezeichnet als u und v. Durch eine Spiegelung von
'k kann F’Gm im Allgemeinen nicht aufwartsplanar gezeichnet werden, da dann

62



3.3 Eigenschaften der Split-Komponenten

(a)

Abbildung 3.8: (a) die Hilfsstruktur H mit einer aufwértsplanaren Einbettung I'z; (b)
die nicht aufwértsplanare Einbettung I"; I'}, entsteht durch eine Spie-
gelung der von I'y induzierten Einbettung I'4 auf A.

die Struktur Py verhindert, dass ¢ hoher gezeichnet werden kann als u und v (sie-
he Abbildung 3.9). Das folgende Lemma gibt an, unter welchen Bedingungen die
Komponente K gespiegelt werden kann, so dass die resultierende Einbettung eine
aufwartsplanare Zeichnung besitzt.

Lemma 3.2. Sei rule(K) = Ry. Dann ist F’Gezp genau dann aufwdrtsplanar, wenn
in K kein innerer Knoten existiert, der gleichzeitig von v und v dominiert wird.

Beweis. ,,=* (indirekt)

Angenommen es existiert ein innerer Knoten w in K, der von v und v gleichzeitig
dominiert wird. Dann gibt es eine Struktur Pg in K hom&omorph zum Teilgraphen
A von ‘H (siehe Abbildung 3.8). Nach &, gibt es in H eine Struktur homéomorph
zu einem Valley v «— s — v. Pg und Py bilden zusammen einen Untergraphen
homoéomorph zu der Struktur H. Aus der Beobachtung 3.2 folgt, dass durch die
Spiegelung von I'x die Einbettung F'Gew nicht aufwértsplanar sein kann.

»,<" Angenommen in K gibt es keinen Knoten, der gleichzeitig von u und v domi-
niert wird. Dann lésst sich K in zwei Teilgraphen K, und K, aufteilen. K, enthélt
alle von u dominierten und K, alle von v dominierten Knoten. Die Knoten ¢4, ... ,t,,
die gleichzeitig in K, und K, sind, sind die einzigen Knoten, die sowohl von u als
auch von v dominiert werden. Aus der Annahme lésst sich ableiten, dass sie alle
Senken in G, sind. Sie sind sozusagen die Nahtstellen zwischen K, und K,. Der
Knoten u (bzw. v) ist die einzige Quelle von K, (bzw. K,). Somit sind die beiden
Teilgraphen sT-Graphen.

Die Zuweisung A weist F! keinen der Knoten t1,...,¢, und F" genau einen die-
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ser Knoten zu. Sei ohne Einschrinkung der Allgemeinheit ¢; der Knoten, der F”"
zugewiesen wurde. Wir ,spalten” die Knoten to,...,t, auf, indem wir zuséatzliche
zu t; korrespondierende Dummy-Knoten ¢, 2 < ¢ < n einfithren. ¢; wird nur von
w und ¢} wird nur von v dominiert. ¢; ist der einzige Knoten der gleichzeitig von u
und v dominiert wird. Die Einbettung des so entstandenen Graphen, die zu I'q,,,
korrespondiert, nennen wir I'g« und die Komponente, die zu K korrespondiert nen-
ne wir K*. Offensichtlich ist I'g+ aufwértsplanar. Die Einbettungen ', C I'x und
'k, C 'k von K, und K, bleiben unveréandert. Die Untersuchungen der Knoten «
und ¢; sowie der Knoten v und #| zeigen, dass Lemma 3.1 fiir die Spiegelung von
'k, und 'k, angewendet werden kann. Die Spiegelung der beiden Einbettungen
bedeutet eine Spiegelung der Einbettung 'k, die durch 'k, und I'g, auf K* indu-
ziert wurde. Nun wird der Spaltungsprozess riickgingig gemacht, indem die Knoten
t; und t; mit 1 < i < n zu einem gemeinsamen Knoten verschmolzen wird. Die
Einbettung F’Gezp, die daraus resultiert, ist aufwértsplanar. n

Abbildung 3.9: Spiegelung einer mit R; assoziierten Komponente. Durch die Spiegelung
verdndert sich die Zuweisung des Knotens ¢ des Peaks u — t «— wv.
Der Peak sticht in das Face Fj. Das Valley v < s — u verhindert eine
aufwértsplanare Zeichnung.

Um festzustellen, ob ' gespiegelt werden kann, so dass die resultierende Einbet-
tung F’Gew aufwértsplanar ist, wird die Komponente K von u aus traversiert und
alle erreichten inneren Knoten markiert. Danach wird K von v aus traversiert. Wird
dann ein markierter Knoten erreicht, so kann K nicht in unserem Sinne gespiegelt
werden. Dieses Ergebnis wird im folgenden Korollar festgehalten.

Korollar 3.1. Seien rule(K) = Ry, n die Anzahl der Knoten und m die Anzahl der
Kanten von K. Seien I'x und I'y; wie oben beschrieben. Dann kann in Zeit O(n +
m) festgestellt werden, ob F/Gm, nach der Spiegelung von 'y eine aufwdrtsplanare
Einbettung ist.
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K ist mit R,, assoziiert

Nach Eigenschaft &y ist u die einzige Quelle in K. Die Komponente K ist somit
ein sT-Graph. Ferner ist nach Voraussetzung von Rs, der Knoten v eine Senke und
s ¢ K° Wenn u ein Senken-Switch bzw. nicht Senken-Switch in F' und/oder F"
ist, dann ist « nach der Spiegelung Senken-Switch bzw. nicht Senken-Switch in F'!
und/oder F'". Der Grund hierfiir ist, dass u eine Quelle von K ist. Fiir v gilt das
gleiche, da er eine Senke in K ist. Somit kénnen wir Lemma 3.1 anwenden.

Korollar 3.2. Seirule(K) = Ra,. Dann ist die resultierende Einbettung I'.,, nach
der Spiegelung von Iy aufwdrtsplanar.

K ist mit R, assoziiert

v ist nach Eigenschaft &; die einzige Quelle von H. Somit ist H ein s7T-Graph.
Da u Quelle in K und v Quelle in H ist, konnen wir feststellen, dass durch eine
Spiegelung die Eigenschaft der beiden Knoten als Senken-Switch bzw. nicht Senken-
Switch in den Faces F' und/oder F" nach der Spiegelung in F'' und/oder F'" sich
nicht verdndert hat. Es gilt zusétzlich s € K° ist s ¢ H. Somit kann Lemma 3.1
angewendet und ['y gespiegelt werden. Sei Fgm die resultierende aufwértsplanare
Einbettung aus der Spiegelung von I'y. ' /C/;ezp wird nun gespiegelt. Die resultierende
Einbettung F’Gezp ist wieder aufwartsplanar. Die Doppelspiegelung entspricht einer
Spiegelung von ' in I'g,,, .

Korollar 3.3. Seirule(K) = Rap. Dann ist die resultierende Einbettung I'g.,, nach
der Spiegelung von Iy aufwdrtsplanar.

K ist mit R, assoziiert

u ist nach Eigenschaft &3, die einzige Quelle in K. K ist also ein sT-Graph. Wenn u
ein Senken-Switch bzw. nicht Senken-Switch in F! und/oder F" ist, dann ist u nach
der Spiegelung von T'x Senken-Switch bzw. nicht Senken-Switch in F'* und/oder
F', da er die Quelle von K ist. Fiir v gilt das gleiche, da er die Quelle in H ist.
Ferner gilt s ¢ K°. Somit kann Lemma 3.1 angewendet werden.

Korollar 3.4. Seirule(K) = Rj,. Dann ist die resultierende Einbettung I'; nach
der Spiegelung von Ui aufwdrtsplanar.

K ist mit Rs, assoziiert

H ist nach Eigenschaft &5, ein sT-Graph. v ist die Quelle von H und u ist eine
Quelle von K. Wenn u ein Senken-Switch bzw. nicht Senken-Switch in F' oder F”
ist, dann ist v nach der Spiegelung von ' Senken-Switch bzw. nicht Senken-Switch
in F'* oder F'", da er die Quelle von K ist. Fiir v gilt das gleiche, da v die Quelle
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in H ist. Ferner ist s ¢ H, da nach Voraussetzung der Regel R3, s € K° gilt. Somit
kann Lemma 3.1 angewendet und 'y gespiegelt werden. Sei Fgew die resultierende

aufwértsplanare Einbettung aus der Spiegelung von I'jy. Fgm wird nun gespiegelt.
Die resultierende Einbettung F’Gm ist wieder aufwartsplanar. Die Doppelspiegelung
entspricht einer Spiegelung von I'x in I'g,,, .

Korollar 3.5. Seirule(K) = Ray. Dann ist die resultierende Einbettung I';; =~ nach
der Spiegelung von 'k aufwdrtsplanar.

K ist mit Rs. assoziiert

Nach &s; existiert eine Struktur Px homdéomorph zum Peak v — t «— v, t € K.
Ferner existiert in H eine Struktur Py homdomorph zu einem Valley u «— s — wv.
Im Folgenden wird die Face-Notation aus der Abbildung 3.10 benutzt. In I',,, weist
A den Knoten ¢ dem Face F" zu. Im Allgemeinen verhindert die Struktur Py nach
der Spiegelung von I'y, dass der Knoten ¢ aus der Struktur Pgx hoher gezeichnet
werden kann als u und v. Es gibt aber Ausnahmen wie das folgende Lemma zeigt.

Lemma 3.3. Sei rule(K) = Rs.. Dann ist I'c.., genau dann aufwirtsplanar, wenn
die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) Es gibt in K keinen inneren Knoten, der gleichzeitig von u und v dominiert
wird.

(2) K kann durch das Split-Paar {u,v} in zwei Komponenten K' und K* zerlegt
werden, so dass kein innerer Knoten i K* von v dominiert wird.

Beweis. ,,=* (indirekt)

Angenommen die Bedingung (1) gilt nicht. Es gibt einen innerer Knoten w in K,
der gleichzeitig von u und v dominiert wird. Dann gibt es eine Struktur Pg in K
homéomorph zum Teilgraph A der Hilfsstruktur H. Es muss einen Pfad s ~~ u
in H geben, sonst dominiert H nicht u. Zusammen mit dem Pfad s ~ v (siehe
Eingenschaft &3,,) bilden sie eine Struktur Py homdomorph zu einem Valley. Py und
Py bilden dann zusammen einen Untergraphen homoéomorph zu der Hilfsstruktur
H (siehe Abbildung 3.8). Nach Beobachtung 3.2 ist I';  nicht aufwértsplanar.
Angenommen die Bedingung (2) gilt nicht. Dann gibt es zwei mogliche Falle.

e K kann nicht in K* und K’ durch das Split-Paar u und v zerlegt werden, weil
ein Knoten w existiert, der sowohl ein Knoten eines Pfades u ~~ v als auch
ein Knoten in einer Struktur homéomorph zu einem Peak v — t « v ist. w
verhindert sozusagen das Zerlegen von K in K* und K’. Er bildet zusammen
mit u, v und t eine Struktur S :=u ~> w ~> uUv ~ t Uw ~> t. Die von der
Einbettung I'x auf S induzierte Einbettung kann nicht gespiegelt werden, da
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Abbildung 3.10: Illustration zum Beweis 3.3. Die Komponente K wird in zwei Kompo-
nenten K’ und K* aufgeteilt.

das Valley Py in H zusammen mit S verhindert, dass der Knoten ¢ nach der
Spiegelung hoher gezeichnet werden kann als u und v. Somit ist F/Gex,, nicht
aufwértsplanar.

e Die Komponente K kann durch das Split-Paar v und v in die Komponenten
K* und K’ zerlegt werden. In K* existiert jedoch ein innerer Knoten w’ der
gleichzeitig von u und v dominiert wird. Dann existiert eine Struktur in K*
homéomorph zum Teilgraphen A der Hilfsstruktur H. Zusammen mit Py bil-
det dann A eine Struktur homéomorph zur Hilfsstruktur H. Somit ist nach
Beobachtung 3.2 I';;_ nicht aufwértsplanar.

,<=" Alle Knoten in K* werden von u dominiert. Ferner ist v eine Senke in K*
(siche Abbildung 3.10) und es gilt s ¢ K* — {u,v}. Somit ist K* mit der Regel Ry,
assoziiert. Bei der Spiegelung von K* wird kann Korollar 3.2 angewendet werden.

wund v sind Quellen in K" und es ist s ¢ K’'—{u,v}. Nach Voraussetzung enthalt
K’ keinen inneren Knoten, der gleichzeitig von v und v dominiert wird. Somit ist
K’ mit der Regel R, assoziiert. Bei der Spiegelung von K’ kann Lemma 3.2 nun
angewendet werden.

Sei I”Gew die Einbettung, die daraus entsteht, indem zuerst I'x+ und dann I'x/

gespiegelt wird. F/Gezp ist aufwartsplanar, wie wir oben gezeigt haben. Was noch
gezeigt werden muss ist, dass die Spiegelung der Einbettungen '+~ und 'y das
gleiche bewirkt wie die Spiegelung von I' in I'q,_ .
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Durch die Spiegelung von K* und K’ werden die zirkuldren Kantenaufzdhlungen
der Knoten in K, mit Ausnahme der Knoten u und v, umkehrt. Sei ey, ... e, €;41,...,¢
die Kantenordnung von u vor der Spiegelung von K’ und K*, wobei eq, . .., ¢; Kanten
aus K" und e;,1, ..., e, Kanten aus K* sind. Nach der Spiegelung von K’ und K* ist
€iy.--5€1,€,...,6;11 die neue Kantenordnung von u. Das ist genau die Umkehrung
der Kantenordnung vor der Spiegelung. Analog gilt dies fiir den Knoten v. O

Mit dem folgenden Verfahren kann getestet werden, ob K gespiegelt werden kann.
Zuerst wird K in Abhéngigkeit des Split-Paares {u,v} in die Split-Komponenten
Ky, ..., K, zerlegt. Die einzelnen Komponenten werden erst von v aus traversiert
und alle innere Knoten markiert. Dann werden sie von u aus traversiert. Wenn dabei
ein markierter Knoten erreicht wird, dann gibt es einen Knoten, der sowohl von u als
auch von v dominiert wird, und I'; ist nicht aufwértsplanar. Ansonsten werden
die Komponenten aus Kj, ..., K,, die keine von v dominierten Knoten enthalten,
zu der Komponente K* und die iibrigen zu K’ hinzugefiigt. Dabei darf weder K*
noch K’ leer sein.

Korollar 3.6. Sei rule(K) = R3., n die Anzahl der Knoten und m die Anzahl der
Kanten von K. Seien U und I'y;  wie oben beschrieben. Dann kann in Zeit O(n+
m) festgestellt werden, ob Fg,mp nach der Spiegelung von I'x eine aufwdrtsplanare
Einbettung ist.

K ist mit R, assoziiert

Nach &, ist u oder v Quelle in H. Die Rollen von u und v sind vertauschbar. Ohne
Beschriankung der Allgemeinheit sei u eine Quelle in H. Folgende drei Félle werden
unterschieden:

v ist Senke in H: Die Komponente H ist ein sT-Graph. u ist die einzige Quelle und
v eine Senke in H. Die Quelle s ist nicht in H. Folglich ist H mit Regel R,
assoziiert. Bei der Spiegelung von I'y kann Korollar 3.2 angewendet werden.
Sei Fgew die resultierende aufwértsplanare Einbettung nach der Spiegelung

von ['gy. Fgew wird nun gespiegelt. Das Ergebnis dieser Spiegelung ist die
aufwéartsplanare Einbettung F'Gezp.

Korollar 3.7. Sei rule(K) = Ry. Ferner sei u die Quelle und v eine Senke
von H. Dann ist die resultierende Finbettung F’Gew nach der Spiegelung von
'k aufwirtsplanar.

v ist innerer Knoten in H: Wegen der Ingrad/Outgrad Restriktion eines Expan-
sionsgraphen ist v kein innerer Knoten in K. Folglich ist er Senke in K. In H
existiert eine Struktur Py homdéomorph zu dem Peak u — t «+ v. Es muss
den Pfad s ~ v in K geben, da v eine Senke in K ist. Dies impliziert, dass
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es eine Struktur Px homéomorph zu dem Valley u <+ s — v geben muss. Im
Allgemeinen verhindert die Struktur Px bei der Spiegelung von 'k, dass der
Knoten t aus Py hoher gezeichnet werden kann als u und v. Es gibt jedoch
wieder Ausnahmen.

Abbildung 3.11: (a) Illustration zum Beweis von Lemma 3.4: (b) Illustration zum Be-
weis von Lemma 3.5. Der Knoten w bildet mit den roten Kanten eine
Struktur S. Bei der Spiegelung von 'y wird S mitgespiegelt und er
verhindert dann, dass der Knoten ¢ hoher gezeichnet werden kann als
uw und v. (c) Spiegelung des Teilgraphen K3, falls die Struktur S nicht
existiert.

Lemma 3.4. Sei rule(K) = Ry, u eine Quelle und v ein innerer Knoten
m H. F’Gew 1st genau dann aufwdrtsplanar, wenn die folgenden Bedingungen
erfillt sind:

(1) K enthdlt einen Teilgraphen K, so dass s die Quelle und u ein Knoten
i Ky ist.

(2) Falls ein Pfad u ~» v in K existiert, dann enthdlt K den Teilgraphen Ko,
so dass u die Quelle und v eine Senke von K, ist.

(8) Falls ein Pfad s ~ v in K existiert, der u nicht enthdlt, dann enthdlt K
einen Teilgraphen K3, so dass s die Quelle und v eine Senke in K3 ist.

(4) Es gilt K = K1UKyUK3, KiNKy = {u}, falls Ky existiert, K;NK3 = {s},
falls K3 existiert und Ko N K3 = {v}, falls Ky und K3 existieren.

Beweis. ,=* (indirekt)

zu (1)

Nach Voraussetzung muss es einen Pfad von s nach u geben. Der Teilgraph,

69



3 Aufgabenstellung und Problemanalyse

70

der diesen Pfad enthélt, ist der Teilgraph K. Trivialerweise ist s Quelle und
u ein Knoten in K. Folglich ist (1) immer erfiillt.

zu (2):

Wenn ein Pfad u ~» v in K existiert, dann existiert auch der Teilgraph K5, der
diesen Pfad enthélt. Der Knoten v ist nach Voraussetzung Senke in K, also
auch Senke in K. Angenommen (2) ist nicht erfiillt. Dann ist u keine Quelle in
K. Folglich ist u ein innerer Knoten in K5 und es existiert ein Pfad s ~» v ~» v
in K. Somit ist K; = K». Es gibt dann einen Knoten w der verhindert, dass K
in die Teilgraphen K und K zerlegt werden kann. Folglich existiert ein Pfad
von s ~ w, der den Knoten u nicht enthélt und ein Pfad w ~~ v. Zusétzlich
existiert entweder ein Pfad w ~~ w oder ein Pfad w ~ u in K5. Diese drei
Pfade bilden eine Struktur S (siehe Abbildung 3.11 (a)). Bei einer Spiegelung
von 'k verhindert S, dass der Knoten ¢ aus Py hoher gezeichnet werden kann
als u und v. Somit ist I';  nicht aufwértsplanar.

zu (3):

Wenn ein Pfad s ~ v existiert, dann existiert auch die Komponente K3. Diese
enthalt den Pfad s ~ v und die Quelle s. Trivialerweise ist s Quelle in Kj.
Nach Voraussetzung ist v Senke in K, also auch Senke in Kj. Folglich ist (3)
immer erfiillt.

2 (4):

Angenommen (4) ist nicht erfiillt. Dann gibt es drei mogliche Félle:

(i) Es gibt die Teilgraphen K; und K3 mit K = K; U K, und es gibt einen
Knoten w, so dass K; N Ky = {w,u}. Dieser Fall wurde schon unter (2)
behandelt.

(ii) Es gibt die Teilgraphen K; und K3 mit K = K; U K3 und es gibt einen
Knoten w, so dass K; N K3 = {w,u}. Es existiert wieder die Struktur
S aus (2), die bei der Spiegelung verhindert, dass der Knoten ¢ aus der
Struktur Py hoher gezeichnet werden kann als w und v. Somit ist F/Gm,
nicht aufwartsplanar.

(iii) Es gibt die Teilgraphen K;, K, und K3 mit K = K; U K3 U K3 und es
gibt einen Knoten w, so dass K1 N Ky = {w,u}, K1 N K3 = {w,u} oder
K NKyN K3 ={w,u}. Falls K1 N Ky = {w, u} ist, dann gilt (i) und falls
KN K3 = {w,u} ist, dann gilt (ii). Den letzten Fall kénnen wir entweder
auf (i) oder auf (ii) zuriickfiihren. Somit ist I, nicht aufwértsplanar.

»<=" Seien (1) und (4) erfiillt, sowie (2) und/oder (3). Wir betrachten die
Teilgraphen K, Ky und Kj.

In K; ist der Knoten u keine Quelle, da sonst kein Pfad von s nach w fiihrt.
u ist sowohl Quelle in K5, falls Ky existiert, als auch Quelle in H. s ist die
einzige Quelle in K. Trivialerweise ist s ¢ K, := K; — {s,u}. Folglich gilt
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rule(K1) = Raq, wenn v eine Senke in K ist oder rule(K;) = R3,, wenn v
ein innerer Knoten in K ist. Nach Korollar 3.2 oder 3.7 ist die resultierende
Einbettung nach der Spiegelung der Einbettung ['x, C 'k aufwartsplanar.

Falls der Teilgraph K existiert, ist u die einzige Quelle und v eine Senke in K.
Ferner ist s ¢ K, := Ko—{u,v}. Somit gilt rule(K;) = Ra,. Nach Korollar 3.2
ist die resultierende Einbettung nach der Spiegelung der Einbettung ', C I'
aufwértsplanar.

Falls der Teilgraph K3 existiert, ist s eine Quelle und v eine Senke in Kj.
Trivialerweise ist s ¢ K, := K3 — {s,v}. Somit gilt rule(K3) = Ra,. Nach Ko-
rollar 3.2 ist die resultierende Einbettung nach der Spiegelung der Einbettung
'k, C 'k aufwértsplanar.

Eine Untersuchung der Kantenordnung der Knoten s, u und v zeigt (wie in
Lemma 3.3), dass die Spiegelung der drei Komponenten gleichbedeutend ist
mit der Spiegelung von ' und I'g O

exp”’

Um festzustellen, ob F/Gezp nach der Spiegelung von K aufwirtsplanar ist,
kann man wie folgt vorgehen: Zuerst wird K von u aus traversiert und die
erreichten Knoten markiert. Die ausgehenden Kanten von u werden entfernt
und K wird von s aus traversiert. Falls ein markierter Knoten erreicht wird,
ist F’Gm nicht aufwértsplanar, da dieser Knoten ungleich u ist und sowohl zu
K als auch zu K, gehort. Anschliefend werden alle Markierungen gelGscht.
s wird von K entfernt und der zugrundeliegende Graph von K — {s} wird
von u aus traversiert. Falls dabei der Knoten v erreicht wird, ist F’Gezp nicht
aufwértsplanar, da ein Knoten ungleich s existiert der sowohl zu K7 als auch
zu K3 gehort. Die entfernten Kanten und der Knoten s werden wieder in K
eingefiigt.

Korollar 3.8. Seirule(K) = Ry, u eine Quelle und v ein innerer Knoten in
H. Sei ferner n die Anzahl der Knoten und m die Anzahl der Kanten von K.
Dann kann in Zeit O(n+m) festgestellt werden, ob F’Gw nach der Spiegelung
von Ik eine aufwdrtsplanare Einbettung ist.

v ist Quelle in H: In H existiert eine Struktur Py homoomorph zu dem Peak u —
t «— v. In K gibt es eine Struktur Px homoéomorph zum Valley v «+— s — v.
Wie in dem Unterfall, wenn v innerer Knoten in H ist, verhindert Py nach
der Spiegelung von I'g, dass eine aufwartsplanare Zeichnung existiert. Es gibt
wieder Ausnahmen.

Lemma 3.5. Sei rule(K) = Ry und u und v sind Quellen in K. I', st
genau dann aufwdrtsplanar, wenn die folgenden Bedingungen erfillt sind:

(1) K enthdlt einen Teilgraphen K, so dass s die Quelle und u ein Knoten
von K ist.
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(2) Falls ein Pfad u ~~ v in K existiert, dann enthdlt K einen Teilgraphen
Ky, so dass u die Quelle und v ein Knoten von Ky ist.

(8) Falls ein ungerichteter Pfad s ~» v existiert, der w nicht enthdlt, dann
qibt es einen Teilgraphen K3, so dass s die Quelle und v ein Knoten in
K3 15t.

(4) Es g’lltK = K1UK2UK3, KIQKQ = {U}, fCLllS K2 existiert, KlﬂKg = {S},
falls K3 existiert und Ko N K3 = {v}, falls Ky und K3 existieren.

Beweis. ,,=* (indirekt)

zu (1):

Nach Voraussetzung muss es einen Pfad von s nach u geben. Der Teilgraph,
der diesen Pfad enthalt, ist der Teilgraph K. Trivialerweise ist s Quelle und
u ein Knoten in K. Folglich ist (1) immer erfiillt.

zu (2):

Falls ein Pfad von u nach v in K existiert, dann gibt es auch einen Teilgra-
phen Ks, der diesen Pfad enthélt. Der Knoten v ist dann in K5 enthalten.
Angenommen (2) gilt nicht, dann ist u keine Quelle von K,. Folglich ist u ein
innerer Knoten in K5 und es gibt einen Pfad s ~» u ~» v. Also ist K; = K.
Es gibt dann einen Knoten w mit s ~» w, der den Knoten u nicht enthalt und
einen Pfad w ~» v. Zusétzlich existiert entweder ein Pfad u ~» w oder ein Pfad
w ~» u in Ky. Diese drei Pfade bilden eine Struktur S. Bei einer Spiegelung
von ' verhindert S, dass der Knoten ¢t aus Py hoher gezeichnet werden kann
als v und v. Somit ist I';_ nicht aufwartsplanar.

zu (3):

Falls es einen Pfad von s nach v gibt, dann gibt es auch einen Teilgraphen K3,
der diesen Pfad enthélt. Trivialerweise ist s Quelle und v ein Knoten in Kj.
Folglich ist (3) immer erfiillt, wenn ein Pfad von s nach v existiert.

2u (4):

Angenommen (4) ist nicht erfiillt. In diesem Fall unterscheiden wir drei Falle:

(i) Es gibt die Teilgraphen K; und K, mit K = K; U K5 und es gibt einen
Knoten w, so dass K; N Ky = {w, u}. Dieser Fall wurde schon unter (2)

behandelt.

(ii) Es gibt die Teilgraphen K; und K3 mit K = K; U K3 und es gibt einen
Knoten w, so dass K1 N K3 = {w, u} ist. Es existiert wieder die Struktur
S aus (2), die bei der Spiegelung verhindert, dass der Knoten t aus der
Struktur Py hoher gezeichnet werden kann als u und v. Somit ist F’Gmp
nicht aufwértsplanar.

(iii) Es gibt die Teilgraphen K7, K5 und K3 mit K = K; U K5 U K3 und es
gibt einen Knoten w, so dass K1 N Ky = {w,u}, K3 N K3 = {w,u} oder
KyUKyUK;3 = {w,u}. Falls K; N Ky = {w,u} ist, dann gilt (i) und falls
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KiN K3 = {w,u} ist, dann gilt (ii). Den letzten Fall konnen wir entweder
auf (i) oder auf (ii) zuriickfiihren.

,,<=" Wir betrachten die Teilgraphen K;, K5 und Kj.

In K ist der Knoten u keine Quelle, da sonst kein Pfad von s nach wu fiihrt.
u ist sowohl Quelle in Ky — falls K, existiert — als auch in H. s ist die
einzige Quelle in K. Trivialerweise ist s ¢ K, := K; — {s,u}. Folglich gilt
rule(K1) = Ra,, wenn v eine Senke in K ist oder rule(K;) = Rz, wenn v
ein innerer Knoten in K ist. Nach Korollar 3.2 oder 3.7 ist die resultierende
Einbettung nach der Spiegelung der Einbettung I'x, C 'k aufwartsplanar.

Falls die Komponente K existiert, dann existiert ein Pfad u ~ v in K5 und v
ist keine Quelle in Ks. u ist die einzige Quelle in Ky und s ¢ K, := Ko—{u,v}.
Falls v eine Senke in K ist, dann ist rule(K;) = Ra,. Falls v ein innerer
Knoten in K ist, dann ist rule(K;) = Rz, Die resultierende Einbettung
nach der Spiegelung der Einbettung 'y, C 'k ist nach Korollar 3.2 oder 3.7
aufwértsplanar.

Falls K3 existiert, dann gilt trivialerweise s ¢ K, := K3 — {s,v}. Wir unter-
scheiden hier drei Félle:

e v ist eine Quelle in K3:
Dann ist rule(K3) = R;. Dain K3 kein Pfad von s nach v existiert, ist die
resultierende Einbettung aus der Spiegelung von ['y, C I'x aufwartspla-
nar. Eine aufwartsplanare Zeichnung kann schematisch wie in Abbildung
3.11 (c) gezeichnet werden.

e v ist eine Senke in K3:
Dann ist rule(K3) = Ra, und die resultierende Einbettung aus der Spie-
gelung von 'k, C 'k ist nach Korollar 3.2 aufwartsplanar.

e v ist ein innerer Knoten in Ks:
Wegen der Ingrad/Outgrad Restriktion darf es keinen Weg von u nach v
geben. Somit existiert der Teilgraph K5 nicht. v ist eine Quelle in Gepp —
K3. Folglich ist rule(K3) = Rs,. Die resultierende Einbettung aus der
Spiegelung von 'k, C 'k ist nach Korollar 3.7 aufwértsplanar.

Eine Untersuchung der Kantenordnung der Knoten s, u und v zeigt (wie in dem
Beweis von Lemma 3.3), dass die Spiegelung der drei Komponenten gleichbe-
deutend ist mit der Spiegelung von K in I'g m

exp

Analog kann es wie in dem Fall, dass v innerer Knoten in H ist, vorgegangen
werden, um festzustellen, ob F/Gezp aufwartsplanar ist.

Korollar 3.9. Seien rule(K) = R4, u und v Quellen in H, n die Anzahl der
Knoten und m die Anzahl der Kanten von K. Dann kann in Zeit O(n + m)
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festgestellt werden, ob F/Gexp nach der Spiegelung von I'x eine aufwartsplanare
FEinbettung ist.

Die Komponenten, fiir die die Ausnahmen in den Féllen Ry, R3. und R4 gelten, be-
notigen keine Spiegelung, wenn davon ausgangen wird, dass die Split-Komponenten
der Split-Paare von K schon entsprechend gespiegelt wurden. Eine genaue Betrach-
tung der Ausnahmen zeigt ndmlich, dass K keinen Pfad homéomorph zum Peak
u — o «— v beinhaltet.

Die Ergebnisse dieses Abschnittes werden nun in einem Satz zusammengefasst.

Satz 3.1. Seien G.,p, der Ezpansionsgraph eines sT-Graphen G, {u,v} ein Split-
Paar von Geyp, K eine Split-Komponente des Split-Paares mit m Kanten und n
Knoten und H := Gepp — K. Ferner sei I'g,,, eine aufwdrtsplanare Einbettung von
Gewp, ' Clq,,, und F’Gew die resultierende Einbettung aus der Spiegelung von 'k .
Dann gilt:

(a) Wenn rule(K) = Raq, rule(K) = Rap, rule(K) = Rs, oder rule(K) = Rasyp

ist, dann ist F’Gew aufwdrtsplanar.

(b) Wenn rule(K) = Ry, u eine Quelle und v eine Senke in H ist, dann ist I'e...
aufwdrtsplanar.

(c) Wenn rule(K) = Ry oder rule(K) = R ist, dann kann in Zeit von O(n+m)
festgestellt werden, ob F’Gezp nach der Spiegelung von Uy aufwdrtsplanar ist.

(d) Wenn rule(K) = Ry, u eine Quelle und v ein innerer Knoten oder eine Quelle
in H ist, dann kann in Zeit von O(n 4+ m) festgestellt werden, ob F’Gezp nach
der Spiegelung von U'x aufwdrtsplanar ist.
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Einbettungen

Ein SPQR-Baum eines 2-zusammenhéngenden Graphen GG enthélt implizit alle pla-
nare Einbettungen von G. Nach den Uberlegungen in Kapitel 3.2 wire eine dhnlich
Datenstruktur fiir die Aufzdhlung aller aufwértsplanaren Einbettungen fiir einen
Digraphen, dessen zugrundeliegender ungerichteter Graph 2-zusammenhéngend ist,
hilfreich. In diesem Kapitel werden wir, basierend auf der Arbeit von Bertolazzi et
al. [7], so eine Datenstruktur beschreiben.

Sei nun in diesem Kapitel G, = (V, A) der Expansionsgraph eines sT-Graphen
G, dessen zugrundeliegender ungerichteter Graph 2-zusammenhéngend ist. Sei ferner
7T der SPQR-Baum von G

4.1 Der P-Knoten

Die SPQR-Baume, die wir in den nachfolgenden Kapiteln betrachten, sind alle
SPQR-Baume eines Expansionsgraphen. Die Expansionsgraphen haben eine beson-
dere Eigenschaft, ndmlich die Ingrad/Outgrad Restriktion. Wir werden in diesem
Abschnitt untersuchen, inwiefern diese Restriktion Einfluss auf die Struktur eines
P-Knotens hat. Der P-Knoten ist deshalb von Interesse, weil sein Skeleton (k — 1)!
Einbettungen besitzt, wobei k die Anzahl der virtuellen Kanten des Skeletons ist.
Mit der Untersuchung wollen wir feststellen, welche der (k — 1)! Einbettungen zu
einer aufwéartsplanaren Einbettung von G fiihrt.

Sei p ein P-Knoten von 7 und {ey,...,e,} mit & > 3 die Menge der gerichte-
ten virtuellen Kanten des sT-Skeletons S von u. Zu jeder Kante e; ist eine Split-
Komponente K; des Split-Paares {u,v} von G, assoziiert. Wie die Komponenten
konnen die gerichtete virtuelle Kanten mit Hilfe der Ersetzungsregeln R; bis R4
klassifiziert werden. Mit Hilfe der Ingrad/Outgrad Restriktion eines Expansions-
graphen G.,,, ndmlich entweder in(v) > 1 oder out(v) > 1 fiir v € V, wird nun
gezeigt, dass die virtuellen Kanten von p nicht mit beliebigen Ersetzungsregel R,
bis R4 assoziiert sein kann. Dabei wird sukzessiv die nicht moglichen Skeletons eines
P-Knotens ausgeschlossen.
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Lemma 4.1. Sei i und {eq,...,ex} mit k > 3 wie oben beschrieben. Dann gilt fir
die gerichteten Kanten des sT-Skeletons S von p genau eine der folgenden Kombi-
nationen:

I rule(ey) = Rop und

(a) rule(e;) = Raq fir2 < i <k oder
(b) rule(es) = Raq und rule(e;) = Ry fir 3 <i <k oder
(c) rule(es) = Raq und rule(e;) = Ry fir3 <i<k.

II. rule(e;) = Rgp und
(a) rule(e;) = Raq mit 2 < i <k oder
(b) rule(es) = Raoq und rule(e;) = Ry fir 3 <i <k oder
(c) rule(es) = Rs, und rule(e;) = Ry fir3 <i<k.

III. rule(ey) = Ry und

(a) rule(e;) = Ry fir2 <i<k.
(b) rule(e;) = Raq, fir 2 <i <k oder
(c¢) rule(es) = Ry und rule(e;) = Ro, fiir 3 <i <k oder
(d) rule(es) = Rs. und rule(e;) = Raq fir 3 <i <k.

IV. u=s und
(a) rule(e;) = Raq fir2 < i <k oder
(b) rule(es) = Ry und rule(e;) = Roq fiir 3 <i <k oder
(c) rule(es) = Rae und rule(e;) = Ra, fiir 3 <i <k oder
(d) rule(es) = Ray und rule(e;) = Ry fir 3 <i <k oder
(e) rule(es) = Rs, und rule(e;) = Ry fir3 <i<k.

Bewers. Samtliche nicht moglichen Kombinationen der gerichteten virtuellen Kanten
in .S werden nun mit Fallunterscheidungen ausgeschlossen. Dazu werden nacheinan-
der die Kanten e; bis e, sowie der Ingrad und der Outgrad der Split-Knoten v und
v in Betracht gezogen.

Seien K1, ..., K; die Komponenten der gerichteten virtuellen Kanten eq, - - - , e, mit
k>3und K; = K; — {u,v} fir 1 <i<k.
Fall I:

Die gerichtete virtuelle Kante ey ist ein Peak. u ist Quelle, v ist Senke in K; und
s € K;. Da s ¢ K, ist, sind u und v nicht identisch mit s. Fiir den Ingrad und
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Outgrad gilt:

in(u) > 1

out(v) > 1
Nicht-Kandidaten fiir alle restlichen gerichteten virtuellen Kanten sind die Regeln
Rop, R, und Ry, da sie voraussetzen, dass s in der jeweils mit ihr assoziierten
Komponente lokalisiert ist. Auch Regel R3. kommt nicht in Frage. Denn wenn ei-
ne Komponente K; mit i # 1 und rule(K;) = Ras. existiert, dann ist u Senke in
Gezp — K;. Das widerspricht der Voraussetzung von Rop.

es und ihre moglichen Ersetzungsregeln werden nun betrachtet. Regel R ist kein

Kandidat, da sonst s nicht v dominiert. Regel Rs. ist auch kein Kandidat, da u eine
Quelle in G, — Ko = K ist. Es bleiben folgende Moglichkeiten. (1.i) ey ist mit
Regel Ro, assoziiert oder (Lii) ey ist mit Regel R3, assoziiert.

(Li) rule(ez) = Raa:
Es ist:
in(u) > 1 und out(u) > 1
in(v) > 1 und out(v) > 1
Fiir e3 gibt es nun folgende Moglichkeiten:

(Lii) rule(es) = Ra:

Es ist:

in(u) > 1 und out(u) > 2

in(v) > 1 und out(v) > 2
Fiir ey stehen folgende Regeln zur Auswahl: R, Ry, oder Rs3,. Eine
Untersuchung des Ingrad und Outgrad am Knoten v zeigt, dass Ro, und
R3, wegen der Ingrad /Outgrad Restriktion nicht benutzt werden kénnen.
Somit sind e4 und die restlichen gerichteten virtuellen Kanten mit R4
assoziiert. Folglich gilt I.(b) des Lemmas.

(I.ii) rule(es) = Rag:

Es ist:

in(u) > 2 und out(u) > 1

in(v) > 1 und out(v) > 2
Fiir e4 stehen folgende Regeln zur Auswahl: R, Ry, oder Rs3,. Eine
Untersuchung des Ingrad und Outgrad am Knoten v zeigt, dass R, und
R3, wegen der Ingrad /Outgrad Restriktion nicht benutzt werden kénnen.
Somit sind e4 und die restlichen gerichteten virtuellen Kanten mit R,
assoziiert. Folglich gilt I.(a) des Lemmas.

(Liiil) rule(es) = Raq:
Es ist:
in(u) > 2 und out(u)

>2
in(v) > 1 und out(v) > 2

77



4 Aufzahlung der aufwartsplanaren Einbettungen

Das verstofht gegen die Ingrad/Outgrad Restriktion eines Expansiongra-
phen.

(Lii) rule(ez) = Raa:

Es ist:

in(u) > 1 und out(u) > 1

in(v) > 1 und out(v) > 2
Eine weitere Anwendung von R, und R, ist wegen der Ingrad/Outgrad
Restriktion am Knoten v nicht mdéglich. Folglich kann fiir e3 und die restlichen
gerichteten virtuellen Kanten nur die Regel R; angewandt werden. Es gilt 1.(c)
des Lemmas.

Fall 11, I1I. und IV.:
Die Ergebnisse von II-IV kénnen wie im Fall I durch sukzessives Betrachten aller
relevanten Fille gezeigt werden. O]

Das Lemma 4.1 beschrankt die moglichen Kombinationen eines P-Knotens. Ei-
ne einfache Beobachtung zeigt, dass immer eine aufwértsplanare Einbettung der
sT-Skeletons eines P-Knotens existiert. Das ist sogar unabhéngig davon, ob der da-
zugehorige Graph G.,, aufwartsplanar ist oder nicht. Offensichtlich geniigt es, wenn
Gezp €in expandierter, azyklischer Graph ist. Aus diesem Grunde bendtigt Algorith-
mus 3 keine Uberpriifung, ob die sT-Skeletons der P-Knoten eine aufwirtsplanare
Einbettung mit der Referenzkante am dufleren Face besitzen.

4.2 Eine Datenstruktur zur Aufzahlung von
aufwartsplanaren Einbettungen

In diesem Abschnitt werden wir eine Datenstruktur beschreiben, die alle aufwérts-
planaren Einbettungen eines aufwértsplanaren, 2-zusammenhéngenden sT-Graphen
enthdlt. Die Grundlagen hierfiir fundieren auf der Arbeit von Betolazzis et al. 7],
insbesondere auf Satz 2.8.

Ein SPQR-Baum enthélt implizit alle planaren (kombinatorische) Einbettungen
eines 2-zusammenhéangenden aufwértsplanaren s7-Graphen. Somit insbesondere auch
die aufwartsplanaren Einbettungen. Es muss lediglich die aufwértsplanaren Ein-
bettungen von den planaren (kombinatorische) Einbettungen ohne aufwértsplanare
Zeichnung gefiltert werden. Wie sich noch herausstellen wird, bestimmen nur die
P-Knoten eines SPQR-Baumes, ob eine planare Einbettung auch aufwértsplanar
ist.

Wir geben zuerst einen Algorithmus zur Konstruktion der gewiinschte Daten-
struktur an und werden anschlieffend seine Korrektheit beweisen. Hierfiir wird noch
folgende Lemma benotigt.
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Lemma 4.2. Seien i ein Knoten von T, S das sT-Skeleton von p mit der aufwdrts-
planaren Einbettung I's, so dass die gerichtete Referenzkante e,.y am duferen Face
['s eingebettet ist, und e eine gerichtete virtuelle Kante von S. Ferner sei I', eine
aufwdirtsplanare Einbettung von expansion™(e). Dabei ist e am duferen Face von T
eingebettet. Sei Gg der Graph, der daraus entsteht, indem die Kante e durch ihren
pertinenten Graphen mit der Einbettung I, ersetzt und anschlieffend die Kante e
geloscht wird. Dann ist die Einbettung I'q, von Gg, die durch die Einbettungen I's
und T, induziert wird, aufwdrtsplanar.

Beweis. Die Korrektheit des Lemmas folgt direkt aus dem Beweis von Lemma 2.13
in Kapitel 2.4.2. O

Algorithmus 5 Datenstruktur zur Aufzéhlung der aufwartsplanaren Einbettungen
eines 2-zusammenhéngenden sT-Graphen.
Eingabe: 2-zusammenhéngender, aufwéartsplanarer s7-Graph G.
2: Ausgabe: SPQR-Baum 7 mit sT-Skeletons, die moglichen Wurzeln iy, - - -, g
von 7.
procedure ENUMUPWARDPLANAREMBEDDINGS(G)
4: Konstruiere Expansionsgraph G, von G
Konstruiere den SPQR-Baum 7 von G,
6: Berechne die moglichen Wurzel pq, - -, i, von 7 im Sinne von Satz 2.8
return 7, pq,- -+, g
8: end procedure

Satz 4.1. Die von Algorithmus 5 berechnete Datenstruktur enthdlt implizit alle auf-
wdrtsplanaren Einbettungen eines 2-zusammenhdngenden sT-Graphen G = (V, A).
Der Algorithmus hat eine Laufzeit von O(|V| + |A|).

Beweis. Wir miissen folgendes zeigen:

(a) Es existiert eine eins zu eins Abbildung der aufwértsplanaren Einbettungen ei-
nes 2-zusammenhéangenden Graphen G zu den aufwartsplanaren Einbettungen
des Expansionsgraphen G, von G.

(b) Sei I'g,,, eine beliebige, aufwértsplanare Einbettung von G, dann sind die
von I'g,,, auf die sT-Skeletons S,...,S, von 7 induzierten Einbettungen
Ls,,...,I's, aufwértsplanar. Ferner ist die Referenkante der Skeletons in den
jeweiligen &ufleren Faces der Einbettungen I'g,,...,I's, zu finden.

(c) Seien die Einbettungen der s7-Skeletons von 7 alle aufwértsplanar, so dass
die jeweilige Referenzkante am dufseren Face eingebettet ist. Dann ist die von
den Einbettungen der sT-Skeletons induzierten Einbettung I'q,,, auf G, auf-
wartsplanar.
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4 Aufzahlung der aufwartsplanaren Einbettungen

2u (a):

Sei ' eine beliebige, aufwéartsplanare Einbettung von G'. Eine zu I' korrespondie-
rende Einbettung I'g,, kann durch Expansion der Knoten von G gewonnen wer-
den. Umgekehrt kann durch die Umkehrung des Expansionsprozesses aus I'g,,, die
Einbettung I' gewonnen werden. Somit kann aus einer Einbettung in G, eine
Einbettung in G konstruiert werden und umgekehrt.

zu (b): (indirekt)

Angenommen I'g,,, ist aufwértsplanar und es existiert ein Knoten p, dessen sT-
Skeleton S nicht aufwértsplanar ist oder S ist aufwértsplanar aber die Referenzkan-
te kann nicht in das dufere Face eingebettet werden. Dann kann p nur einer der
folgenden Knoten sein:

o ist ein Q-Knoten: Ein Q-Knoten hat genau eine Einbettung. Da G, aufwérts-
planar ist, sind nach Satz 2.8 alle sT-Skeletons der Q-Knoten aufwértsplanar.
1 ist folglich kein Q-Knoten.

o ist ein S-Knoten: Ein S-Knoten hat genau eine Einbettung. Da G.,, aufwérts-
planar ist, sind nach Satz 2.8 alle sT-Skeletons der S-Knoten aufwértsplanar.
1 ist folglich kein S-Knoten.

i ist ein R-Knoten: Da G, aufwértsplanar ist, gibt es nach Satz 2.8 fiir alle s7-
Skeletons der R-Knoten mindestens eine aufwértsplanare Einbettung mit der
Referenzkante am dufseren Face. Da die sT-Skeletons nur zwei Einbettungen
besitzen, wobei die zweite Einbettung eine Spiegelung der ersten ist, ist u kein
R-Knoten.

w ist ein P-Knoten: Wenn eine Einbettung eines P-Knotens existiert, deren Refe-
renzkante nicht nach aufen gezeichnet werden kann, dann besitzt I'g,,, keine
Zeichnung mit s am &ufseren Face. Das widerspricht der Voraussetzung, das
I'q,,, aufwartsplanar ist. Folglich kann es nur nicht aufwértsplanare Einbettun-
gen eines P-Knotens geben, deren Referenzkante am &ufseren Face eingebettet
ist. Nach Lemma 4.1 kann das nur der Fall sein, wenn eine gerichtete virtu-
elle Kante ein Peak ist, der von zwei gerichteten Kanten eingeschlossen wird.
Eine Untersuchung der Ersetzungsregeln zeigt, dass die pertinenten Graphen
der beiden gerichteten Kanten entweder eine Struktur homéomorph zu einem
Valley oder eine Struktur homdomorph zu einer gerichteten Kante besitzen.
Somit schliefst diese Struktur den pertinenten Graphen des Peaks ein. Der per-
tinente Graph des Peaks enthélt jedoch einen Knoten ¢, der hoher gezeichnet
werden muss als u und v. Somit kann I'g,,, nicht aufwértsplanar sein. pu ist
kein P-Knoten.
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4.2 Eine Datenstruktur zur Aufzdhlung von aufwértsplanaren Einbettungen

Somit folgt (b).

zu (c):

Sei 7,, ein SPQR-Baum gemaf Satz 2.8 mit der Wurzel pg. po ist ein Q-Knoten,
der zu einer Kante korrespondiert, deren Startknoten die Quelle s ist. Die Wahl des
Wurzelknotens von 7 hat keinen Einfluss auf die Einbettungen, die die Skeletons
von 7 induzieren. Jedoch veréndern sich bei einer anderen Verwurzelung die Refe-
renzkanten des SPQR-Baumes. Um das zu verhindern, bleiben alle Referenzkanten
der sT-Skeletons von 7,,, auch Referenzkanten der sT-Skeletons von 7.

Seien S ein sT-Skeleton von g und I'g eine aufwértsplanare Einbettung von S,
so dass die gerichtete virtuelle Referenzkante e,.; am &ufseren Face eingebettet ist.
Ferner seien ey, ..., ¢ die gerichteten virtuellen Kanten von S. (¢) wird nun mit
einer Induktion iiber die Hohe h von 7 bewiesen.

Induktionsbeginn: h =1

7 besteht nur aus dem Q-Knoten p. Der Graph G.,, und S besitzen jeweils genau
eine Einbettung. Die Einbettung von S ist nach Voraussetzung von (c) aufwértspla-
nar.

Induktionsschritt: h =k > 1

Seien eq,...,e; die gerichteten virtuellen Kanten von S und 73,...,7;, die mit
den gerichteten virtuellen Kanten assoziierten Teilbdume von 7. Sei I'; eine auf-
wértsplanare Einbettung des s7T-Skeleton von e;. Ferner sei I'i, die Einbettung von
expansion™(e;). Alle Ty, ..., 7, haben eine Hohe kleiner als h.
Induktionsvoraussetzung: I'q, mit 1 < ¢ < [ ist aufwértsplanar und die Referenz-
kante ist im &duferen Face eingebettet. Die Einbettung I'g,, die durch I'; und die
Einbettungen der sT-Skeletons von 7; festgelegt wird, ist aufwértsplanar.
Sukzessiv wird jede gerichtete virtuelle Kante e; der Einbettung I's durch G; mit
der Einbettung ', ersetzt und dann e; € G; geloscht. Der daraus resultierende
Graph sei G} mit der Einbettung I'c;. Nach Lemma 4.2 ist I'g, aufwirtsplanar. Es
ist Gemp = G; und Pgew = ng

Die Laufzeit geht aus dem Algorithmus 3 hervor. O

Die Einbettungen der sT-Skeletons legen nicht nur eine kombinatorische Einbet-

tung, sondern sie legen auch ein Face ar,, fest, das in eine planare Aufwértszeich-

k
) aFGezp

besitzt, die als #ufleres Face eines planaren Aufwirtszeichnung gewihlt! werden
kann, dann kann aus I'g,.,, k verschiedene aufwértsplanare Einbettung gewonnen
werden.

Durch Spiegelung der R-Knoten und Permutation der virtuellen Kanten der P-

nung als dukeres Face gewihlt werden kann. Wenn I'¢,,, die Faces ap, ..
exp

In Kapitel 5 wird naher auf die Wahl des sufkeren Face eingegangen.
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4 Aufzahlung der aufwartsplanaren Einbettungen

Knoten kann die (kombinatorische) Einbettung von G.,, bestimmt werden, die min-
destens eine aufwirtsplanare Einbettung enthilt. Wobei bei einem P-Knoten darauf
geachtet werden muss, dass die Einbettung durch die Permutation aufwértsplanar
bleibt. Beim Vergleichen der Anzahl der kombinatorischen mit den aufwartsplanaren
Einbettungen eines aufwartsplanaren, 2-zusammenhéngenden Expansionsgraphen,
kann festgestellt werden, dass die Anzahl der kombinatorische Einbettungen, die
keine Aufwartszeichnung besitzen, nur durch die P-Knoten bestimmt werden. Ein
P-Knoten mit k gerichteten virtuellen Kanten hat (k—1)! (kombinatorische) Einbet-
tungen und mindestens (k — 2)! aufwértsplanare Einbettungen. Zum Schluss dieses
Kapitels geben wir noch eine Illustration der méglichen P-Knoten sowie das folgende
Korollar an.

Korollar 4.1. Enthdlt der SPQR-Baum T eines aufwdrtsplanaren Graphen Gy,
keinen P-Knoten, so besitzen alle Einbettungen von Gy, eine aufwdrtsplanare Zeich-
nung.
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-9 ®
o') i OO OQ
u
I-1l.(a) I-11.(b) I-1l.(c)
...O O
I OO o
W w
lll.(a) ll.(b) ll.(c) Il.(d)
O ---O ---O
D : I ) Vre? o7
IV.(a) IV.(b) |V (c) IV.(d) IV.(e)

Abbildung 4.1: Mogliche Kombinationen der gerichteten virtuellen Kanten eines P-
Knotens nach Lemma 4.1. Tirkise virtuelle Kanten sind mit Regel R,
rote virtuelle Kanten sind mit Regel Ro,, blaue virtuelle Kanten sind
mit Regel R3, und griine virtuelle Kanten sind mit Regel R3. assoziiert.
Die schwarzen Kanten sind die Referenzkanten und sind im Falle I-IT mit
Regel Rop oder Regel Rgp, und im Falle 11T mit Regel R4 assoziiert.
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5 Kreuzungsminimales Einfiigen
einer Kante in einen eingebetteten
sT-Graphen

Wir werden zuerst eine Methode zur Berechnung einer aufwértskonsistenten Zuwei-
sung angeben. Dann werden wir eine Charakterisierung eines aufwértskonsistenten
Pfades fiir einen sT-Graphen vorstellen. Basierend auf dieser Charakterisierung wird
dann einen Algorithmus fiir das Fdge-Insertion-Problem angegeben. Dieser Algo-
rithmus berechnet einen kreuzungsminimalen, aufwértskonsistenten Einfiigepfad fiir
eine gegebene Einbettung eines s7-Graphen.

Sei in diesem Kapitel G = (V, A) ein sT-Graph und I'g eine aufwértsplanare
Einbettung mit der aufwartskonsistenten Zuweisung A. Seien ar,, ein duferes von
I'¢ und z und y die Anfangs- und Endknoten des zu berechnenden Einfiigepfades
geméaft Problembeschreibung 3.1.

5.1 Berechnung einer aufwartskonsistenten
Zuweisung

Eine aufwirtskonsistente Zuweisung fiir einen aufwartsplanaren, eingebetteten Di-
graphen kann in einer Zeit von O(n + m + r?) berechnet werden [6], wobei r die
Anzahl der Senken, n die Anzahl der Knoten und m die Anzahl der Kanten des
Digraphen sind. In diesem Abschnitt geben wir eine Methode zur Berechnung einer
aufwirtskonsistenten Zuweisung A eines aufwértsplanaren s7-Graphen G = (V, A)
mit Laufzeit O(|V|+|A|) an. Die Methode basiert auf einem Satz von Bertolazzi et
al. [7]. Folgenden Definition wird fiir diesen Satz benétigt:

Definition 5.1. Der Face-Senken-Graph F von G wird wie folgt konstruiert:
1. Die Knoten von F sind die Faces und Senken-Switches von G.

2. Sei f* der zur Face f korrespondierende Knoten in F'. Der Graph F' besitzt
eine Kante (f*,v), wenn v ein Senken-Switch von Face f ist.
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Satz 5.1 ([7]). Sei G ein planarer sT-Graph mit der Finbettung I'c und f ein Face
von I'q. Genau dann hat die Einbettung U'c eine aufwdrtsplanare Zeichnung mait f
als aufleres Face, wenn folgende Bedingungen gelten:

(a) Der Graph F ist ein Wald.

(b) Genau ein Baum T wvon F enthdlt keinen inneren Knoten von G und jeder
andere Baum enthdlt genau einen inneren Knoten von G.

(¢) Der zu f korrespondierende Knoten f* ist in T.
(d) Die Quelle s von G ist in f enthalten.

In einem inneren Face f von I'¢ gibt es nach Beobachtung 3.1 einen ausgezeich-
neten Senken-Switch ¢, der nicht von A an f zugewiesen wird, wiahrend alle anderen
Senken-Switches von f an f selbst zugewiesen werden. Es kann beobachtet werden,
dass jeder Knoten t' £ t in f, der Senken-Switch in einem zu f adjazenten Face f’
ist, nicht an f’ zugewiesen wird. ¢’ ist somit der ausgezeichnete Senken-Switch in f.

Beobachtung 5.1. Sei t der ausgezeichnete Senken-Switch in f.

(1) Jeder Knoten t' # t eines inneren Faces f, der Senken-Switch in einem zu f
adjazenten Face f' ist, wird nicht an [’ zugewiesen.

(2) Jeder Knoten v in duflerem Face ar,, der Senken-Switch in einem inneren
Face f ist, wird nicht an f zugewiesen.

Mit dieser Beobachtung und mit dem Satz 5.1 kann eine aufwirtskonsistente Zu-
weisung fiir ['¢ wie folgt hergeleitet werden:

1. Berechne F' und iiberpriife Bedingung (b) und (c) des Satzes 5.1. Wenn sie
nicht erfiillt ist, dann gibt es keine aufwértskonsistente Zuweisung.

2. Ein Face f, das s enthélt und dessen korrespondierender Knoten f* € F' in
T liegt, kann ein dufleres Face von I' sein. Falls kein solches Face existiert,
dann gibt es keine aufwértskonsistente Zuweisung fiir I'¢.

3. Wahle ein dufere Face ar,. Nach Konstruktion eines Face-Senken-Graphen
sind die zu f* adjazenten Senken-Switches alle Senken-Switches des dufseren
Face ar,. Da sie auch Senken von G sind, werden sie zusammen mit der Quelle
s dem aufseren Face ar, zugewiesen.

4. Markiere alle Knoten des dufieren Faces ar, und markiere ar,, als ,berechnet”.

5. Fir jedes Faces f, das adjazent zu einem als berechnet markierter Face ist und
einen markierten Senken-Switch besitzen:
Weise alle nicht markierten Senken-Switches von f Face f selbst zu und mar-
kiere f als ,berechnet®.
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6. Fahre mit Schritt 5 fort bis alle Faces als ,berechnet” markiert sind.

Jeder dieser einzelnen Schritte kann in Zeit O(|V| + |A|) durchgefiihrt werden. Die
gesamte Laufzeit betrigt folglich O(|V| + |AJ).

Lemma 5.1. Die Berechnung einer aufwdrtskonsistenten Zuweisung fir einen ein-
gebetteten sT-Graphen G = (V, A) kann in Zeit O(|V| + |A|) durchgefiihrt werden.

5.2 Charakterisierung eines aufwartskonsistenten
Einfigepfades

Seien x’ und ¥y’ zwei nicht adjazente Knoten des Faces f, die hier Eintritts- und
Austrittsknoten in bzw. aus dem Face f genannt werden. Ein Pfad, der f traversiert,
kann f iiber den Knoten x’ betreten und dann tiber den Knoten 3/ f wieder verlassen.
Dabei kann 2’ mit ¢’ entweder direkt durch die Kanten (2’,%’) verbunden werden
oder sie werden durch einen Pfad verbunden, der innerhalb von f verldauft. Es wird
nun den Fall betrachtet, in der 2’ direkt durch die Kante (z’, ¢') mit ¢’ verbunden ist.
Sei ' := I'gU(2’,y') die Einbettung, die daraus resultiert, indem in der Einbettung
[ die Kante (2/,y') eingefiigt wird. I'¢ ist dann eindeutig durch ' und die Kante
(«',y") festgelegt.

Falls f ein inneres Face von I'g ist, so gibt es nach Beobachtung 3.1 genau einen
ausgezeichneten Senken-Switch ¢ in f, der nicht von A an f zugewiesen wird. f wird
nun im Uhrzeigersinn von x’ bis zum Knoten ¢t — falls f das &ufsere Face ist, bis zur
Quelle s — durchlaufen. Die Knoten von f werden dabei aufsteigend nummeriert.
Danach wird f gegen den Uhrzeigersinn von x’ bis zum Knoten ¢ bzw. s durchlaufen
und die Knoten werden wieder aufsteigend nummeriert. In beiden Féllen werden
mit Ausnahme von s bzw. t die Knoten, die schon eine Nummerierung besitzen,
nicht mehr nummeriert!. Die Knoten ¢ und s kénnen somit zwei verschiedene Num-
mern besitzen. Wenn das der Fall ist, so bekommt ¢ bzw. s die grofite der beiden
Nummern. Die Nummerierung der Knoten von f in Abhangigkeit von 2’ wird mit
num(f,z") beschrieben. Es kann nun festgestellt werden, dass I'g: aufwértsplanar
ist, solange 3 ein Senken-Switch in f ist. Wenn 7/ ein Quellen-Switch in f ist, dann
ist die Einbettung s bei jeder beliebigen Wahl des Knoten 2’ fiir die Kante (2, /)
nicht aufwartsplanar. Das bedeutet in Bezug auf die Berechnung eines Einfiigepfa-
des, dass alle Kanten gesperrt werden muss, die beim Durchlaufen in (gegen) den
Uhrzeigersinn des Faces f von 2’ nach t bzw. s gegen die Laufrichtung zeigen. Diese
Beobachtung kann durch num(f, z’") ausgedriickt werden.

In einem nicht 2-zusammenhingenden Graphen kann beim durchlaufen eines Face-Abschnittes
ein Knoten mehrmals vorkommen.
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Beobachtung 5.2. Seien 2’ und y' zwei disjunkte, nicht adjazente Knoten eines
Faces f. Wenn v/ ein innerer Knoten in f ist, dann seien u — y' und y' — v;* die
2u Yy inzidenten Kanten in f und #u und #v; die Nummer der Knoten u und v; aus
der Nummerierung num(f,z'). Seil'q :=TgU(2',y'). Dann ist U aufwdrtsplanar
wenn eine der folgenden Bedingungen gilt:

(a) ' ist Senken-Switch in f und wenn f ein inneres Face ist, dann gilt zusdtzlich
noch x’ #t.

(b) ' ist ein innerer Knoten in f und #v; > #u und wenn f ein inneres Faces
ist, dann gilt zusdtzlich noch x' # t.

Abbildung 5.1: Die Knotennummerierung in einem duferen Face (a) und einem inneren
Face (b). Die gestrichelte Linie symbolisiert die Aufteilung der Kanten
des Faces in zwei Face-Abschnitten. Die roten Knoten sind keine mogli-
chen Zielknoten der Kante 2’ — /.

Basierend auf dieser Beobachtung wird nun eine Charakterisierung eines Einfiige-
pfades fiir sT-Graphen angegeben.

Lemma 5.2. Sei P ein Finfiligepfad fiir die beiden nicht adjazenten Knoten x und
y und die aufwdrtsplanare Finbettung U'q. Seien fi,..., f, die Faces von U'g, die
der Pfad P traversiert. Genau dann ist P aufwartskonsistent, wenn die folgenden
Bedingungen gelten:

2In einem nicht 2-zusammenhingender sT-Graph, kann der Knoten ¢ in Face f der Startknoten
von mehrere Kanten, z.B. die Kanten (y/,v1),...,(y’,vx), von f sein. v; ist dann ein Knoten
aus {v1,...,0x}.
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(a) Die Kanten von P kreuzen sich nicht.

(b) Fiir alle Kanten des Pfades P in den jeweiligen Faces f1,..., f, gilt die Beob-
achtung 5.2.

(c) Sei f; ein Face, in dem ein Eintrittsknoten x’ nicht direkt durch eine gerichtete
Kante mit dem Austrittsknoten 1y’ verbunden ist, sondern iber die Knoten
dy,...,dy (siehe Abbildung 5.2). Dann muss fir die Kante (', d;) mit 1 <i <
k die Beobachtung 5.2 gelten.

Beweis. ,=* Sei P ein aufwartskonsistenter Einfligepfad. Dann traversiert P die
Faces f1,..., fa.

Angenommen (a) gilt nicht und P enthélt einen Kreis. Dann existiert keine auf-
wartsplanare Zeichnung fiir die resultierende Einbettung I'¢v := ' U P. Folglich ist
P nicht aufwértskonsistent. Widerspruch!

Angenommen (b) gilt nicht. Dann gibt es ein Face f in dem eine Kante e existiert,
so dass fiir e die Beobachtung 5.2 nicht gilt. Somit ist I'¢: := I'¢ U e nicht aufwérts-
planar. Da P die Kante e enthélt, ist P nicht aufwértskonsistent. Widerspruch!
Angenommen (c) gilt nicht. Dann gibt es ein Face f mit einem Pfad P* := 2/ ~~ ¢/,
der innerhalb von f verlduft, und es gibt einen Knoten d € P*, so dass die Beobach-
tung 5.2 fiir die Kante (2/, d) nicht gilt. Somit gibt es einen Pfad in P* homéomorph
zu der Kante (2/, d). Folglich ist I'g: := I'¢ U P* nicht aufwértsplanar und, da P den
Pfad P* enthélt, ist P nicht aufwértskonsistent.

,<=" Sei P ein azyklischer Pfad von x nach y. Fiir jede Kante von P in den jeweili-
gen Faces fi,..., f, gilt die Eigenschaft (b) und in jedem Face gilt die Eigenschaft
(¢). durch Induktion tiber die Anzahl k£ der Kanten in P wird nun die Behauptung
bewiesen.

Sei eq, ..., e, die Kantenreihenfolge in P.

Induktionsbeginn: k=1

Der Pfad P besteht aus genau einer Kante. Diese Kante ist e; = (z,y) = P. Fir
diese Kante gilt die Eigenschaft (b). Nach Beobachtung 5.2 ist I'¢: := I'¢ U P auf-
wartsplanar. Somit ist P aufwérstkonsistent.

Induktionsschritt: k>1

Sei die Behauptung richtig fiir den Pfad P;_; mit den Kanten ey, ..., e;_1. Dann
ist die Einbettung Flgl = I'¢ U P,_; aufwértsplanar. Sei d der letzte Knoten des
Pfades P und sei f das Face, in dem d und y lokalisiert sind. Wir betrachten nun die
k-te Kante e, = (d,y). Diese Kante kreuzt keine andere Kante aus Py_;. Da sonst
P = Py + e; einen Kreis enthélt. Das widerspricht Eigenschaft (a). Falls d ein
Eintrittsknoten ist, dann gilt fiir e, nach Voraussetzung Eigenschaft (b) folglich ist
I =T U (d,y) aufwirtsplanar. Somit ist P aufwirtskonsistent. Falls d keinen
Eintrittsknoten und P,_; konkateniert mit e, nicht aufwartskonsistent ist, dann gibt
es einen Eintrittsknoten d’ € f und einen Pfad P* := d' ~» d. Alle Kanten von P*
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verlaufen innerhalb von f und nach Eigenschaft (a) kreuzen sie sich nicht unterein-
ander. Da Pj,_; + e, nicht aufwértskonsistent ist, existiert mindestens ein Knoten d*
in P,_1 4+ e, so dass der Pfad d* ~» y nicht aufwéartskonsistent ist. Es gibt nun zwei
Moglichkeiten:

(1) d* ¢ P*:
Da P iiber den Eintrittsknoten d' verlauft, ist der Pfad d’ ~» y auch nicht
aufwartskonsistent. Somit gilt fiir die Kante (d’,y) die Beobachtung 5.2 nicht.
Widerspruch zur Eigenschaft (c)!

(2) d* € P*:
Der Pfad d* ~~ y ist nicht aufwértskonsistent. Nach Eigenschaft (c) erfiillen die
Kanten (d',d*) und (d',y) die Beobachtung 5.2. Folglich muss es eine Kante

in d* ~» y geben, welche die Beobachtung 5.2 nicht erfiillt. Widerspruch zur
Eigenschaft (b)!

Folglich ist I'g» := ' U P aufwirtsplanar und somit ist P aufwértskonsistent. [J

Abbildung 5.2: Illustration zum Lemma 5.2 (c): 2’ ist der Eintrittsknoten und y’ ist der
Austrittsknoten in bzw. aus dem Face f. Die beiden Knoten sind nicht
direkt durch eine Kante verbunden sondern durch einen Pfad iiber die
Knoten dy, ds und ds.

Eigenschaften

Der so charakterisierte Einfiigepfad hat folgende Eigenschaften.
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5.3 Existenz eines aufwartskonsistenten Pfades

1. Samtliche Pfadabschnitte eines aufwartskonsistenten Pfades sind aufwartskon-
sistent.

2. Ein konkatenierter Pfad x ~~ w ~~ y zweier aufwéartskonsistenter Pfade z ~~ w
und w ~» y ist nicht zwingend aufwértskonsistent.

3. Ein Pfadabschnitt u ~» v eines kiirzesten aufwértskonsistenten Einfiigepfades
x ~» y ist nicht zwingend ein kiirzester aufwéartskonsistenter Pfad von u nach
.

L

Abbildung 5.3: Illustration zu den Eigenschaften eines aufwértskonsistenten Einfligepfa-
des: Die ausgemalten Teilgraphen symbolisieren einen dichten Teilgra-
phen, deren Traversierung hohe Kosten verursachen. Der griine Pfad ist
der kiirzeste aufwartskonsistente Pfad von x nach y. Es werden vier Kan-
ten gekreuzt.

Punkt 1 ist trivial, Punkt 2 und 3 folgt aus dem Beispiel in Abbildung 5.3. Der
griine Pfad ist der kiirzeste aufwértskonsistente Pfad von = nach y. Es werden vier
Kanten gekreuzt. Der kiirzeste aufwartskonsistente Pfad zum Knoten d; ist die Kan-
te x — d;. Dieser Pfad ist kein Pfadabschnitt des griinen Pfades. Der rote Pfad, zeigt
die Konkatenation dreier kiirzester aufwartskonsistenter Pfade, x ~» dy, d; ~ ds und
dy ~ y. Er ist jedoch kein aufwartskonsistenter Einfiigepfad.

5.3 Existenz eines aufwartskonsistenten Pfades
In Kapitel 3.2 haben wir festgestellt, dass durchaus aufwéartsplanare Einbettungen

existieren, die keine aufwartskonsistenten Einfligepfade besitzen. Ein einfaches Er-
gebnis kann hierzu aus dem Satz 5.1 hergeleitet werden. Sei F* der gerichtete Face-
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Senken-Graph. Dieser kann aus der aufwértskonsistenten Zuweisung A der aufwarts-
planaren Einbettung I'¢; konstruiert werden, indem die Kanten des ungerichteten
Face-Senken-Graphen F geméf der Zuweisung der Senken von A gerichtete werden.
D.h., wenn der zum &uferen Face ar, korrespondierenden Knoten v in dem Baum
T C F ist, dann wird T an v gewurzelt. Alle Kanten werden dann so gerichtet, dass
sie in Richtung Wurzel zeigen. Fiir ein inneres Face f gilt: Wenn ¢ der ausgezeichnete
Senken-Switch von f ist, dann gibt es in F' eine Kante von f* nach v;. f* ist dabei
der zu Face f und v; der zu t korrespondierenden Knoten in F. Die Kante wird zur
einer gerichtete Kante mit dem Startknoten f* und dem Endknoten v;. Alle anderen
Knoten von F', die zu den Senken-Switches ungleich ¢ von f korrespondieren, werden
so gerichtete, dass sie in Richtung v; zeigen.

Korollar 5.1. Seien G = (V, A) ein sT-Graph und F* der gerichtete Face-Senken-
Graph einer aufwdrtsplanaren Einbettung I'¢ von G. Dann gilt:

(a) g besitzt genau dann einen aufwirtskonsistenten Einfigepfad, wenn der Graph
Gt :=GUF*U (z,y) azyklisch ist.

(b) Sei G nun 2-zusammenhingend und T ein SPQR-Baum von G. Sei S ein Ske-
leton eines R-Knotens von T mit den aufwdirtsplanaren Einbettungen T, ... Tk,
Ferner seien x und y zwei Knoten des Skeletons S und FS“ der gerichtete
Face-Senken-Graph der Einbettung T'y. Dann hat G keinen aufwdrtskonsisten-
ten Einfigepfad fir x und y, wenn St := S U FS*z U(z,y) mit1l <i <k
azyklisch ist.

Nach diesem Korollar kann somit in Zeit O(|V|+|A]) getestet werden, ob eine Ein-
bettung einen aufwértskonsistenten Einfiigepfad besitzt. Der Pseudo-Code hierfiir
ist in Algorithmus 6 angegeben.

Wir geben nun ein Beispiel fiir einen Graphen an, der keinen aufwéartskonsistenten
Einfiigepfad besitzt (siehe Abbildung 5.4). Der Graph ist 3-zuammenhéngend und
besitzt zwei Faces fp und fi, die als dufleres Face gewéhlt werden konnen.

Markieren eines Teilgraphen in Abhangigkeit des
Startknotens = des Einfiigepfades

Hat I' keinen aufwértskonsistenten Einfligepfade fiir z und y, dann wird der Knoten
y in einer entsprechenden aufwértsplanaren Zeichnung von zwei Pfaden P, := s ~» x
und P, := s ~» z eingeschlossen (siehe Abbildung 5.5). Hierbei kann y ein Knoten
eines der beiden Pfade sein. Die Kanten des Teilgraphen G,, der von P, und P,
eingeschlossen wird, diirfen nicht vom Einfiigepfad gekreuzt werden. Wir markieren
diesen Teilgraphen mit Algorithmus 7 und sperren spéiter die Kanten damit kein
Einfligepfad durch sie hindurch fithrt. Der markierte Teilgraph G, ist dabei der
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Algorithmus 6 Uberpriife ob ein aufwirtskonsistenter Einfiigepfad existiert.
Eingabe: aufwéartsplanare Einbettung I'¢ von GG und die Knoten x und y.
2: Ausgabe: true oder false
function HASCONSISTENTINSERTIONPATH(I¢, z, )
4: if dx ~» y then
return true;
6: end if
Berechne den gerichteten Face-Senken-Graphen F* von I'g;
8: Berechne G := G U F* U (z,y);
if G ist kreisfrei then

10: return true;
else

12: return false;
end if

14: end function

(@) (b)

Abbildung 5.4: Ein Graph ohne aufwirtskonsistente Einfiigepfade: (a) eine Zeichnung
mit fp als duferes Face; (b) eine Zeichnung mit f; als duferes Face.
In beiden Féllen sind die Einbettungen identisch. Der gerichtete Face-
Senken Graph F™ ist in rot gezeichnet. Das Einfiigen der Kante (x,y)

verursacht sowohl in (a) als auch in (b) einen Kreis in dem Graphen
Gt :=GUF*U(z,vy).
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groftmogliche Teilgraph, der von P, und P, eingeschlossen wird. Der Algoritmus
hat eine Laufzeit von O(|V|+ |A|) und funktioniert wie folgt:

In Zeile 7-14 werden die linke und die rechte in x eingehenden Kanten e; und e,
ermittelt. Im Falle, dass x eine Senke ist, konnen die Kanten e; und e, durch eine
Kantenaufzéhlung des Faces f im Uhrzeigersinn eindeutig festgestellt werden. Wenn
f nur eine zu x inzidente Kante enthélt, dann ist diese Kante sowohl e; als auch e,.
Falls = keine Senke ist, dann sind ¢; und e, eindeutig bestimmt. Die Kantenordnung
der Knoten ldsst sich wegen der Bimodalitidt von G namlich in zwei Sequenzen
partitionieren. Die erste Sequenz besteht aus den eingehenden und die zweite aus
den ausgehenden Kanten. ¢; ist dann die letzte Kante und e, die erste Kante in
der Sequenz der eingehenden Kanten. Falls nur eine Kante in der Sequenz existiert,
dann ist e; = e,.

Der Algorithmus berechnet die Pfade P, und P,, indem er von z aus die beiden
Pfade zuriick bis zur Quelle s verfolgt. Bei der Berechnung des linken Pfades P, (Zeile
18-24) wird stets die linke Kante und bei der Berechnung des rechten Pfades P,
(Zeile 26-32) stets die rechte Kante in der Sequenz der eingehenden Kante benutzt.
Dadurch wird gewéhrleistet, dass der Teilgraph, der von P, und P, eingeschlossen
wird, maximal ist. Bei der Berechnung der beiden Pfade werden die Kanten entfernt,
die nicht zum Teilgraphen G, gehoren. G, wird anschliefend traversiert (Zeile 34)
und alle erreichten Kanten werden markiert. Die entfernten Kanten werden am Ende
wieder zu G hinzugefiigt.

Abbildung 5.5: Es existieren kein aufwéartskonsistenter Einfiigepfad, wenn in einer Ein-
bettung mit festgelegtem dufseren Face der Zielknoten y von zwei Pfaden,
die von s nach x verlaufen, eingeschlossen wird.
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5.3 Existenz eines aufwartskonsistenten Pfades

Algorithmus 7 Markiere den gesperrten Teilgraphen unterhalb von .

Eingabe: aufwirtsplanare Einbettung I'g, aufwértskonsistente Zuweisung A
und Knoten z.

2: Ausgabe: Markierter, nicht vom Einfiigepfad passierbarer Teilgraph G,,.

4:

10:

12:

14:

16:

18:

20:

22:

24:

26:

28:

30:

32:

34:

procedure MARK-G,(T'¢, A, x)

if x = Quelle s then
return;
end if
if out(x) =0 then
Sei z € A(f).
Identifiziere die linke und rechte eingehende Kante e; und e, von x in f;
else
Berechne die erste und die letzte Kante e, und ¢
in der Sequenz der eingehenden Kanten von x;
Entferne alle ausgehenden Kanten von z;

end if

wy := Startknoten von e;;
w, := Startknoten von e,;
v = wy;

while v # s do
Berechne die letzte eingehende Kante e;;,
in der Sequenz der eingehenden Kanten von v;
Entferne die ausgehenden Kanten zwischen e;, und e;;
v := Startknoten von e;,;
€1 1= €in;
end while
V= Wy
while v # s do
Berechne die erste eingehende Kante ¢;,
in der Sequenz der eingehenden Kanten von v;
Entferne die ausgehenden Kanten zwischen e, und e;,;
v := Startknoten von e;,;
€r = €in;
end while
Entferne die Kanten zwischen e, und ¢; in s;
Traversiere G von s aus und markiere alle erreichten Kanten;
Fiige die entfernten Kanten wieder zu G hinzu,

36: end procedure
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5.4 Einfiigen einer Kante in einen eingebetteten
sT-Graphen

Wir werden nun mit der Charakterisierung von Lemma 5.2 einen Algorithmus zur
Berechnung eines kiirzesten Einfligepfades herleiten. Wegen der Eigenschaft 2-3 des
aufwértskonsistenten Einfiigepfades (siehe Abschnitt 5.2) kénnen nicht ohne weiteres
bekannte Algorithmen zur Berechnung kiirzester Pfade wie die von Floyd-Wahrschall
oder Dijkstra benutzt werden. Diese setzen voraus, dass ein kiirzester Pfad auch kiir-
zeste Pfadabschnitte beinhaltet [10]. Damit ein Algorithmus zur Berechnung eines
kiirzesten Pfades von x nach y angewendet werden kann, miissen einige Randbe-
dingungen festlegt werden. Eine dieser Randbedingungen wurde schon behandelt,
namlich dass der Pfad nicht unterhalb des Knoten x verlaufen darf. Hierzu wurde
der Algorithmus 7 entworfen. Im folgenden Abschnitt werden wir einen Algorithmus
angeben, der den Teilgraphen GG, oberhalb von y markiert.

Markieren eines Teilgraphen in Abhangigkeit des Zielknotens
y des Einfiigepfades

Ein Einfiigepfad, der oberhalb des Zielknotens y verlauft, kann nicht aufwartsplanar
sein. Deshalb werden alle Kanten und Knoten markiert, die eindeutig oberhalb von
y gezeichnet werden miissen. Anders als im Falle des Teilgraphen G,, wo stets ein
durchgehender Pfad von s nach x existiert, ist beim Teilgraphen G, oberhalb von
y nicht immer garantiert, dass einen Pfad von y zu einer Senke ¢ des duferen Faces
existiert. Gegebenenfalls muss so einen Pfad konstruiert werden, falls er nicht vor-
handen ist. Dieser Pfad dient spéter als blockierender Pfad und gewéhrleistet, dass
kein berechneter Einfiigepfad iiber y verlduft. Wie sich spéter herausstellen wird,
verhindert dieser Pfad auch, dass bei der Berechnung eines Einfiigepfades einige
Kreuzungen wie in der Abbildung 5.3 nicht mehr vorkommen.

Der Pseudo-Code hierfiir ist in Algorithmus 9 angegeben. Dieser markiert einen
den Teilgraphen G, oberhalb von y und konstruiert gegebenenfalls einen Pfad von
y zur einer Senke im duferen Face. Er benotigt eine feste Wahl des dufseren Faces
und besitzt eine Laufzeit von O(|V] + |A|).

Randbedingung fiir das dufiere Face

Seien nun vy, ...,v; die von Algorithmus markierten Knoten des duferen Faces.
Es ist klar, dass die Kanten eines Einfiigepfades nicht iiber die markierten Knoten
vy, ..., verlaufen diirfen. Um diese Bedingung zu erfiillen, wird das dufsere Face
ar, in zwei Abschnitte af, und of, eingeteilt. Den ersten Abschnitt erhalten wir,
indem wir in ap, im Uhrzeigersinn von s aus zu einem markierten Knoten v; laufen,
den zweiten Abschnitt, wenn wir in ap, von s aus gegen den Uhrzeigersinn bis zur
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Abbildung 5.6: Illustration zum Algorithmus 9 und 7: Der blaue Teilgraph G,, wird von
Algorithmus 7 markiert und symbolisiert alle Knoten und Kanten, die
unter dem Knoten x gezeichnet werden miissen. Der rote Teilgraph G,
wird vom Algorithmus 9 markiert. Der Knoten y wird mit dem Knoten
t des Faces f verbunden. Dadurch entsteht ein durchgéngiger Pfad von
y zu einer Senke im duferen Face. Ein Einfiigepfad darf keine Kante im
blauen und roten Teilgraphen kreuzen.

Algorithmus 8 Konstruiert eine Kante von y, welche im Face f ist, zu den ausge-
zeichneten Senken-Switch ¢ von f.
Eingabe: aufwirtskonsistente Zuweisung A, Knoten y und &ufieres Face ar,.
2: Ausgabe: angereicherter Graph G*
procedure AUGMENTGRAPH(A, y, ar,,)

4: if out(y) # 0 or y ¢ ar, then
Sei y € A(f).
6: Berechne Senken-Switch ¢t € f, der nicht f zugewiesen wurde.
Gt :=GU (y,1);
8: return G;
end if

10: end procedure
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Algorithmus 9 Markiere den Teilgraphen G, oberhalb von y und konstruiere ge-
gebenenfalls einen Pfad von y bis zu einer Senke im duferen Face.
Eingabe: aufwirtskonsistente Zuweisung A, Knoten y und &ufieres Face ar,,.
2: Ausgabe: markierter und angereicherter Graph G+
procedure MARK-G,(A, vy, ar,)

4: Traversiere mit einer Breitensuche G von y aus
und markiere alle erreichten Knoten und Kanten;
6: Falls bei der Traversierung eine Senke ¢ erreicht wird,
dann G* :=AUGMENTGRAPH(A, t, ar,);
8: Setze die Traversierung mit dem angereicherten Graphen G fort;

end procedure

einem markierten Knoten v; laufen. Dabei darf keine Kante im Einfligepfad vom
Abschnitt of., zum Abschnitt of, fihren und umgekehrt. Es gilt weiterhin die in
Abschnitt 5.2 beschriebene Nummerierung fiir das dufere Face.

Sperren von Knoten/Kanten

Es muss sichergestellt werden, dass in den Faces, durch die der Einfiigepfad P ver-
lauft, die Eigenschaften (a)-(c) des Lemma 5.2 gelten. Es wird nun davon ausgegan-
gen, dass fiir jede Kante ein entsprechender Dummy-Knoten konstruiert wurde.

Ein Knoten 3/ ist mit einem Dummy-Knoten 2’ benachbart, wenn 2’ und 3 in dem
selben Face f enthalten sind und die Beobachtung 5.2 gilt. 2’ kann also mit einem
zu ihm benachbarten Knoten durch eine gerichtete Kante — mit z’ als Startknoten
— verbunden werden, ohne die aufwértsplanare Eigenschaft der daraus resultieren-
den Einbettung zu zerstéren. Mit adj(f, ') werden nun alle benachbarten Dummy-
Knoten von 2’ im Face f und mit adj(f,2’) alle Dummy-Knoten, die im f liegen,
aber nicht mit ' benachbart sind, notiert. adj(f,2') enthélt folglich die Mengen der
Dummy-Knoten, die in Abhéngigkeit von 2’ und f gesperrt werden. Insbesondere
gilt 2’ € adj(f,2').

Kreise entstehen bei der Berechnung des Einfiigepfades entweder dann, wenn der
Pfad P einen Dummy-Knoten mehr als einmal enthélt oder wenn sich zwei Kanten
von P kreuzen. Wir werden im folgenden eine Prozedur angeben, die fiir einen
gegebenen Knoten nur solche Knoten zuriick gibt, die keine Kreise verursachen.
Hierfiir wird die Kantenaufzihlung eines inneren Faces f betrachtet. Seien z’ und 3/
die Eintritts- und Austrittsknoten des Einfiigepfades beim ersten traversieren von
f- Sei f" der Face-Abschnitt, der unterhalb der Kante (z’, 1) liegt (siche Abbildung
5.7). Falls der Einfiigepfad P das Face f noch mal traversiert, dann darf dieser die
Dummy-Knoten von f’ sowie die Dummy-Knoten von adj(f,z') U adj(f,y') nicht
benutzen. Es kann nun beobachtet werden, dass nicht mit 2’ benachbarte Dummy-
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Knoten auch nicht mit ¢ benachbart sind, wenn sie nicht in f” liegen. Ferner ldsst
sich feststellen, dass die Knoten von f’ alle in der Menge adj(f,z') U adj(f,y’)
liegen. Verallgemeinern wir diese Feststellung, so gilt: Sind (27, 4}), ..., (2}, y,) die
Kanten eines Einfiigepfades, die durch f verlaufen, so sind alle Knoten der Menge
adj(»ﬁx,layi? T ,x%’y;ﬂ) = adj(.ﬁw/l) U--- Uadj(fax%) Ua’dj(ffyi) U--- Uad](fay;c)
gesperrt. Wenn zwei Kanten e; = (2),y]) und es = (z4,v}) sich in f kreuzen,
dann muss einer der Start- oder Endknoten dieser beiden Kanten in der Menge der
gesperrten Knoten adj(f, x4, y,, x4, vb) sein.

Beobachtung 5.3. Sei (z/,y') eine Kante, die durch das Face f verlauft. Dann gilt:
(a) Alle Knoten in f' sind in adj(f,2',y').
(b) Fir einen Knoten d € f mitd ¢ f' gilt: d € adj(f,2') < d € adj(f,y).

x5y

(Dd~ @~ @ @~ —y—~ @ —~d~1

Abbildung 5.7: Zur besseren Darstellung werden die Kanten von f in einer Geraden
gezeichnet. Die Kanten/Dummy-Knoten, die wegen Knoten 2’ gesperrt
werden, sind in rot und grau gezeichnet. Die Kanten/Dummy-Knoten,
die wegen Knoten 3’ gesperrt werden, sind in blau und grau gezeichnet.
f! ist die Kantensequenz zwischen z’ und v/'.

Berechnung der gesperrten und nicht gesperrten Dummy-Knoten

Wir geben nun in Algorithmus 10 eine Prozedur an, die in Abhéngigkeit eines Kno-
ten v alle benachbarten, nicht gesperrten Dummy-Knoten in einem Face f berechnet.
Zusétzlich zum Knoten v und Face f benétigt die Prozedur noch eine aufwértskon-
sistente Zuweisung A. Diese Zuweisung ist notig, um die ausgezeichneten Senken
der inneren Faces zu identifizieren und die Nummerierung der Dummy-Knoten in
f zu berechnen (Zeile 4). In Zeile 5 wird der Pfad P bis zum Knoten v berechnet.
Es wird davon ausgegangen, dass jeder Knoten den Eintrag pred(v) besitzt, der den
Vorgénger des Knotens v in P ausweist. Somit kann P und die Knoten dy, ..., d;
berechnet werden (Zeile 5-6). Diese Knoten sind die Schnittknoten des Pfades P mit
f. Mit diesem Knoten wird die Menge adj(f,v,dy, ..., d;) berechnet und somit auch
alle Dummy-Knoten, die benachbart zu v und nicht gesperrt sind (Zeile 7). Fiir die
Berechnung von adj(f,v) in Zeile 7 muss unterschieden werden, ob f ein inneres
oder aufseres Face ist. Es gilt:
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e f ist inneres Face:
Ein Knoten ¢’ € f, der die Beobachtung 5.2 erfiillt, ist in adj(f,v).

o f ist dukeres Face:
Identifiziere die Face-Abschnitte of. . und af_. Falls v € of., bzw. v € af, ist,
dann sind alle Knoten in ak . bzw. ar ., welche die Beobachtung 5.2 erfiillen,

in adj(f,v).
Trivialerweise gilt fiir beide Fille adj(f,2') = {v | v € f und v & adj(f,2")}.

Lemma 5.3. Seien P := x ~» v ein aufwdirtskonsistenter Pfad, M die Menge der
Knoten, die die Prozedur ADJIDUMMIES(A, v, f) zurickgibt und y' € M. Dann ist
der Pfad P* := x ~> v+ (v,y') aufwdrtskonsistent.

Beweis. Wir zeigen (a) P* ist azyklisch, (b) fir die Kanten von P*, die durch f
verlaufen, gilt die Beobachtung 5.2 und (c) falls v kein Eintrittsknoten in f ist, dann
gilt fiir die Kanten (v, 3) die Beobachtung 5.2. Dabei ist v’ der letzte Eintrittsknoten
in f. Nach Lemma 5.2 folgt dann die Behauptung.

(a) Angenommen P* ist nicht azyklisch. Dann muss die Kante (v, ') mindestens
eine Kante e = (dy, ds) kreuzen oder 3 ist ein Knoten von P.
Sei f" der Face-Abschnitt von f unterhalb der Kante e. Damit (v, ') die Kante
e kreuzt, muss entweder v oder ¢ in f’ sein. Nach Beobachtung 5.3 sind je-
doch alle Knoten von f’ in adj(f,d;, ds). Die Anweisung in Zeile 8 gibt keinen
Knoten aus adj(f,d;,ds) zuriick. Widerspruch!
Wenn 7/ ein Knoten in P ist, dann ist nach der Anweisung in Zeile 6 und 7
der Knoten ¢/ in adj(f,y'). Widerspruch!

(b) Nach Voraussetzung gilt fiir alle Kanten von P die Bedingung 5.2. Was noch
gezeigt werden muss, ist dass es auch fiir die Kante (v,y’) gilt. Nach Zeile 7
ist 3 in der Menge adj(f,v). adj(f,v) ist die Menge der zu 3’ benachbarten
Dummy-Knoten im Face f fiir die die Beobachtung 5.2 gilt. Also gilt (b).

(c) Angenommen die Kante (v',y’) erfiillt die Beobachtung 5.2 nicht, dann ist ¢’
in adj(f,v"). Geméaf der Anweisung in Zeile 8 wird 3’ nicht von der Prozedur
zuriickgegeben. Widerspruch!

]

Wahl des aufseren Faces

Die Kosten eines Einfiigepfades fiir eine gegebene aufwéartsplanare Einbettung kon-
nen von der Wahl des dufseren Faces abhéngen (siehe Abbildung 5.8). Diese Tatsache

erschwert die Berechnung eines kostenminimalen Einfiigepfades. Wenn a%G, cee a{ic
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Algorithmus 10 Berechne eine Liste nicht gesperrter Dummy-Knoten im Face f
in Abhangigkeit vom Knoten v.
Eingabe: aufwértskonsistente Zuweisung A, Knoten v und Face f.

2: Ausgabe: Eine Liste von Dummy-Knoten, die alle Zielknoten einer Kante (v, )
sein konnen, so dass fiir diese Kante in f die Beobachtung 5.2 gilt und kein
anderer Kante von ihnen gekreuzt wird.
procedure ADJDUMMIES(A, v, f)

4: Berechne mit A die Nummerierung num(f,v);

Berechne den Pfad P bis zum Knoten v;

6: Berechne dy,...,d, mit d; € f und d; € P;

Berechne mit num(f,v) die Mengen adj(f,v) und adj(f,v,d; ..., dy);

8: return adj(f,v) —adj(f,v,d; ..., dg);
end procedure

die moglichen dufteren Faces von I'g sind, so miissen wir fiir jede Wahl des dufieren
Faces aj,, einen kostenminimalen Einfiigepfad berechnen und dann aus den Losun-
gen das Optimum wahlen. Die Berechnung der moglichen dufseren Faces kann mit
Hilfe von Satz 5.1 realisiert werden. Hierfiir muss ein Face-Senken-Graph F' von I'g
konstruiert und der Baum T ermittelt werden. Alle Faces, deren Face-Knoten in T’
liegen und die Quelle s von G enthalten, sind mogliche duftere Faces der Einbettung
I'c. Die Berechnung benétigt eine Laufzeit von O(|V| + |A]).

Der Algorithmus

Der Algorithmus zur Berechnung eines kiirzesten, aufwartskonsistenten Einfligpfa-
des, den wir im Folgenden vorstellen, funktioniert wie folgt:

Zuerst werden die moglichen &uferen Faces oz%c, e ,al’ig berechnet. Dann wird

fiir jedes ak . mit Algorithmus 6 getestet, ob die Einbettung I'¢ mit ak . als dule-
res Face mindestens einen aufwartskonsistenten Einfiigepfad besitzt. Wenn nicht, so
wird das néchste dufere Face gewadhlt. Ansonsten werden die Teilgraphen G, und
G, mit dem Algorithmen 9 und 7 markiert. Fiir jede nicht markierte Kante wird
ein Dummy-Knoten konstruiert. Anschliefend wird Dijkstras Algorithmus zur Be-
rechnung kiirzester Pfade angewendet, um einen kiirzesten Pfad von x nach y zu
berechnen. Dabei fiihrt der berechnete Pfad nur {iber die Dummy-Knoten, die von
der Prozedur ADJDUMMIES berechnet werden. Der so berechnete Pfad wird gespei-
chert. Diese Prozedur wird dann fiir alle af_, . .., af,, wiederholt. Zum Schluss wird

aus den moglichen Losungen die Kostenminimale ausgegeben.
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Algorithmus 11 Initialisierung

Eingabe: Graph G und Knoten .
2: procedure INIT(G, )
Konstruiere fiir jede nicht markierte Kante einen Dummy-Knoten;
4: Markiere y als Dummy-Knoten;
Losungen £ := ();
6: for each Dummy d do
cost(d) := oo;
8: pred(d) :=nil; //Vorginger von d
predFace(d) :=nil; //zuletzt besuchtes Face
10: end for

cost(x) = 0;
12: Berechne die zu x adjazenten Faces fi,..., fi;

for each Faces f; € {f1,..., fx} do
14: for each Dummy d € adj(f;, ) do

if cost(d) # 1 then
16: cost(d) =1,
predFace(d) := fi;
18: end if
end for

20: end for
end procedure
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Algorithmus 12 Berechnet einen aufwartskonsistenten Einfiigepfad von Knoten z

nach y.

Eingabe: aufwéartsplanare Einbettung I';, Knoten x und y.

2: Ausgabe: aufwirtskonsistenter Pfad P oder (), falls kein solcher Pfad existiert.

4:

10:

12:

14:

16:

18:

20:

22:

24:

26:

28:

30:

32:

34:

procedure INSERTEDGEEMBEDDED(I'¢,z, y)

if HASCONSISTENTINSERTIONPATH(I', z, y) = false then

return (;
end if
Berechne die duferen Faces a}G, o ,aI’iG;
for af_ € {of,,....af_ } do

Berechne eine aufwiértskonsistente Zuweisung A;
MARK-G,(T'g, A, x);
if y ist nicht markiert then
MARK-G,(A,y, at,.);
INIT(G, x);
Initialisiere Min. Priority-Queue () mit allen Dummy-Knoten;
while Q # () do
d :=pop(Q);
Berechne Face f adjazent zu d mit f # predFace(d);
Menge M :=ADJDUMMIES(A, d, f);
for each v € M do
if cost(v) > cost(d) + 1 and f # predFace(d) then

pred(v) = d;
predFace(v) := f;
end if
end for
end while
Konstruiere Pfad P; mit Hilfe von pred(y);
L:=LUP;
end if
Losche alle Markierungen und hinzugefiigten Kanten;
end for
if £=10 then
return 0;
end if

return P mit minpe{cost(P)};

end procedure
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Abbildung 5.8: Die Kreuzungsanzahl eines Einfiigepfades kann von der Wahl des dufseren
Faces abhéngen. (a) f5 ist duferes Face; Es wird eine Kante vom griinen
Einfligepfad gekreuzt. (b) f4 ist duferes Face; Es wird keine Kante vom
griinen Einfiigepfad gekreuzt.

Korrektheit und Laufzeit

Satz 5.2. Algorithmus 12 berechnet einen kreuzungsminimalen Einfiigepfad fir einen
eingebetteten sT-Graphen G = (V, A) mit k mdglichen dufleren Faces in Zeit
O(k(|A|[V] +[A]*)).

Beweis. Wir miissen folgendes zeigen:
(a) Der berechnete Pfad P, ist aufwértskonsistent.
(b) Der Algorithmus berechnet einen Pfad P4 von x nach y falls er existiert.

(c) Der berechnete Pfad ist kostenminimal.

Beweis zu (a): In der Prozedur I'nit wird in den Zeilen 12-18 alle zu = benachbarte
Dummy-Knoten berechnet. Sei d; ein beliebiger zu x benachbarter Dummy-
Knoten. Da d; € adj(f;,x) ist, gilt fiir die Kante (z,d;) die Beobachtung
5.2. Der Pfad P4 = (x,d;) ist offensichtlich aufwértskonsistent. Danach fin-
det die weitere Berechnung von P4 in der While-Schleife in den Zeilen 15-25
der Hauptprozedur INSERTEDGEEMBEDDED statt. Die weiteren Knoten von
P4 bestehen dann aus den von der Prozedur ADJDUMMIES zuriickgegebenen
Dummy-Knoten (siehe Zeile 15 und 25). Mit Lemma 5.3 kann nun induktiv
iiber die Anzahl k£ der Kanten des Pfades P4 argumentiert werden.
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Induktionsbeginn While-Schleife:

Sei Py = (z,d;) der bis dahin berechnete Pfad. d; ist somit in der Queue @
mit cost(d;) = 1. Wenn die While-Schleife in den Zeilen 15-25 zum ersten
mal betreten wird, dann gibt die Prozedur ADJDUMMIES eine Menge M von
Knoten zuriick, die zu d; benachbart sind. Der Pfad P4 hat nach der Initiali-
sierung genau eine Kante. Sei dy € M. Geméf Lemma 5.3 ist dann der Pfad
Py + (dy,ds) aufwértskonsistent.

Induktionsschritt While-Schleife:

Wird die Schleife zum n-ten (und letzten) mal durchlaufen, dann ist nach
Induktionsbehauptung P} = (x,d;),...,(d,—1,d,) ein aufwértskonsistenter
Pfad. Sei d,,4; € M. Dann ist der Pfad P} = P} + (d,,, d,+1) gemif Lemma
5.3 aufwartsplanar.

Beweis zu (b): Sei P ein aufwértskonsistenter Pfad von z nach y. Wenn der Al-
gorithmus keinen Pfad von x nach y findet, dann gibt es einen Knoten w mit
P=z~w,Ph:=w~ yund P = P, + (w',w) + P,, so dass entweder w
nach Berechnung von P; von der Prozedur ADJDUMMIES gesperrt wird und
P, nicht mehr berechnet werden kann oder es gibt einen Pfad P := z ~» w
mit cost(P]) < cost(Py) + 1, so dass P| + P, nicht aufwértskonsistent ist.
Letzteres ist in Abbildung 5.3 illustriert. Dort besucht der Algorithmus zu-
erst den Knoten d; und d; bekommt die Kosten cost(d;) = 1. Wird spéter
der griine (richtige) Pfad verfolgt und Knoten ds vom Algorithmus besucht,
so ist cost(ds) = 3. Der Knoten d; ist benachbart zu Knoten ds. Es gilt aber
cost(ds) + 1 > cost(d;). Die Kante (ds,d;) wird also nicht verfolgt und der
richtige Pfad nicht berechnet. Der Knoten d; blockiert durch seine niedrigen
Kosten eventuell einen (kreuzungsminimalen) aufwértskonsitenten Pfad von z
nach y. Im Folgenden wird gezeigt, dass wenn ein blockierter Knoten existiert,
dann gehort dieser Knoten nicht zu einem aufwértskonsistenten Einfiligepfad
oder es gibt stets einen anderen (kiirzeren) Pfad ohne diesen Knoten. Der
Algorithmus wird dann diesen berechnen.

Fall 1: w wird von der Prozedur ADJDUMMIES gesperrt

Wenn w von der Prozedur ADJDUMMIES gesperrt wird, dann kénnen wir aus
Lemma 5.3 folgern, dass mindestens eine der Eigenschaften (a)-(c) von Lemma
5.2 nicht erfiillt ist.

e Angenommen die Kante (w',w) kreuzt eine Kante e € P,. Da P = P, +
(w',w) + P, aufwértskonsistent ist, ist er nach Lemma 5.2 insbesondere
azyklisch. (w’,w) kann folglich keine Kanten kreuzen. Widerspruch!

e Angenommen die Kante (w’,w) erfiillt Beobachtung 5.2 nicht. Alle Ein-
fiigepfade, die diese Kante enthalten sind nicht aufwéartskonsistent. Da
P aufwértskonsistent ist, erfiillen alle Kanten von P nach Lemma 5.2
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die Beobachtung 5.2. Insbesondere gilt das fiir die Kante (w',w). Wider-
spruch!

e Sei f das Face, das w’ und w enthélt und durch das der Pfad P verlauft,
und w’ ist kein Eintrittsknoten in f. Sei w” der letzte Eintrittsknoten von
Pin f.

Angenommen die Kante (w”,w) erfiillt nicht die Beobachtung 5.2. Dann
ist nach Lemma 5.2 P nicht aufwartskonsistent. Widerspruch zur Vor-
aussetzung!

Folglich kénnen die von der Prozedur ADJDUMMIES gesperrten Knoten nicht
zu dem aufwiartskonsistenten Pfad P gehoren. (Hier muss man beachten, dass
die Menge der gesperrten Knoten abhéngig vom gewéhlten Pfad zum Knoten w
ist. Die gesperrten Dummy-Knoten gelten nur fiir den gerade vom Algorithmus
betrachteten Einfiigepfad Py.)

Fall 2: AP] = x ~ w : cost(P]) < cost(Py) + 1

Sei (2',w) die letzte Kante des Pfades Pj. Sei f das Face, das 2’ und w enthilt,
und durch das der Pfad P verlauft. Der Pfad P kann f mehrmals traversie-
ren. Sei iy deshalb der letzte Austrittsknoten von P aus dem Face f, so dass
der Pfadabschnitt 4 ~» y das Face f nicht mehr betritt. Sei f' der Face-
Abschnitt, der unterhalb von der Kante (2’,w) liegt (siche Abbildung 5.9).
Wir unterscheiden nun die folgende vier Fille:

®

Abbildung 5.9: Ilustration zum Beweis 5.2 Fall 2.

i)y ¢ f und y' € adj(f, o)
Bei der Untersuchung des Knotens 2’ wird der Algorithmus alle Knoten aus
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adj(f,z") untersuchen (Zeile 19-24). Da ' € adj(f, ') ist, wird folglich auch
die Kante (2/,y') betrachtet. Diese Kante fiihrt zum Pfad z ~ 2’ + (2/,¢') +
Yy~ y. Es muss nun gezeigt werden, dass die Konkatenation der beiden Pfa-
de aufwirtskonsistent ist. Da ¢y’ ~~ y ein Teilpfad von P ist, ist er sicherlich
aufwirtskonsistent. Der Pfad « ~» 2’ + (2/, y') wurde vom Algorithmus berech-
net, folglich ist er nach (a) aufwértskonsistent. Da ¢ € adj(f, ') ist, erfiillt
die Kante (2/,y) die Beobachtung 5.2. Erfiillt ist auch die Eigenschaft (c) des
Lemma 5.2, da zwischen ' und 3’ keine weiteren Dummy-Knoten sind. Es
muss noch gezeigt werden, dass in f keine Kreuzungen zwischen der Kante
(',y") und dem Pfad ¢’ ~~ y existieren, da 3’ ~» y das Face f mehrfach tra-
versieren kann. Das ist sicherlich der Fall, da ¢’ der letzte Austrittsknoten von
P in f ist und nach g der Pfad P nach Annahme Face f nicht mehr betritt.
Der Algorithmus berechnet folglich eine Pfad der kiirzer ist als P.

(i): y' ¢ f und v ¢ adj(f,2’)

Da P den Pfadabschnitt w ~» 3’ enthélt, ist ¥/ € adj(f,w), sonst ist P nicht
aufwértskonsistent. Wegen dem Pfad P/, der vom Algorithmus berechnet wur-
de, gilt w € adj(f,2"). Nach Beobachtung 5.3 sind alle zu z’ benachbarten
Dummy-Knoten auch zu w benachbart und umgekehrt. Also ist ¥’ € adj(f, x’).
Widerspruch zur Voraussetzung! Dieser Fall kann nicht vorkommen.

(i5i): y' € f'und ¢’ € adj(f,z’)

Bei der Untersuchung des Knotens z’ wird der Algorithmus alle Knoten aus
M = ADJDUMMIES(A, 2/, f) untersuchen (Zeile 19-24). Folglich wird auch die
Kante (z', y') untersucht. Der Algorithmus berechnet dann einen Pfad z ~~ 2'+
(', y")+y ~» y ohne den Knoten w. Die Begriindung warum die Konkatenation
der Teilpfade zu einem aufwértplanaren Pfad fiihrt ist wie im Fall (4).

(w):y' € f und y' & adj(f,2’)
Sei G’ der maximale Teilgraph, der von P, := s ~» = + P/, P. :== s ~» w und
den Kanten von f’ eingeschlossen wird (siche Abbildung 5.10).

e yc G

Es existiert ein von der Prozedur MARK-G, konstruierter Pfad Pg, der
von y zu einer Senke ¢ im duferen Face fiihrt. Dieser Pfad ist markiert
und enthélt keinen Dummy-Knoten (sieche Prozedur INIT Zeile 3). Folg-
lich kann Pp von keinem vom Algorithmus berechneten Pfad gekreuzt
werden. Da y von P, und P, eingeschlossen wird, schneidet Pp entweder
P, oder P,. Wenn Pp den Pfad P, schneidet, dann kann es den Pfad P/
nicht geben. Widerspruch!

Wenn Pg den Pfad P, schneidet, dann wird der Knoten w von der Proze-
dur MARK-G, markiert. w muss somit oberhalb von y gezeichnet werden.
Der Pfad P, der w enthélt, kann kein aufwértskonsistenter Pfad sein. Wi-
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derspruch!

o yd G"
Da 1/ der letzte Austrittsknoten von P aus f ist, muss der Pfad P durch
G’ verlaufen. Er kann dabei G’ verlassen, indem er entweder den Pfad P
oder den Pfad P, kreuzt. (Da y nicht in G’ ist, muss P den Teilgraphen
G’ verlassen.) Wenn P, z.B. an einem Knoten z, P, kreuzt, so entsteht
der Kreis z ~ w ~» ¢/ ~» w und P wére nicht aufwartskonsistent. Wider-
spruch!
Folglich kann P nur den Pfad P, kreuzen. Die Kreuzung muss in einem
Face f* stattfinden. Entweder findet die Kreuzung an einem Dummy-
Knoten d € f* statt oder die Kreuzung entsteht durch zwei gekreuzte
Kanten in f*. Der Beweisweg fiir beide Fille ist fast identisch. Es wird
deshalb nur fiir den letzten Fall bewiesen.
Seien a der Eintrittsknoten und b der letzte Austrittsknoten des Pfades
P und o der erste Eintrittsknoten und ' der letzte Austrittsknoten des
Pfades P in f*. Falls b € adj(f*,a’) ist, so wird der Algorithmus den
Pfad s ~ a' + (a/,b) + b ~» y berechnen. Dieser Pfad enthélt nicht den
Knoten w (sieche Abbildung 5.11 (a)). Die Konkatenation der Pfadab-
schnitte ist aufwéartskonsistent (Argumentation wie im Falle (i)). Falls
b ¢ adj(f*,a’) ist, dann schneiden sich die Pfade P und Pj zwar in f*, sie
kreuzen sich jedoch noch einmal (siehe Abbildung 5.11 (b)). Sei dann f**
das Face, wo sich die beiden Pfade zum letztenmal kreuzen. Eine einfache
Untersuchung zeigt, dass wenn sich die beiden Pfade in f** zum letzten-
mal kreuzen, dann stets eine Kante vom ersten Eintrittsknoten ¢ von P|
zum letzten Austrittsknoten d von P existiert, so dass die Konkatenation
des Pfadabschnittes © ~» ¢ von P| mit der Kante (¢,d) und mit dem
Pfadanschnitt d ~» y zu x ~» ¢+ (¢, d) + d ~» y aufwértskonsistentent ist.
Dieser Pfad wird vom Algortihmus auf Grund seiner Greedy Eigenschaft
berechnet. Er ist kiirzer als P und enthélt w nicht.

Beweis zu (c): Da die Zeilen 15-25 zusammen mit der Initialisierung INIT Dijkstras
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Algorithmus zur Berechnung eines kiirzesten Pfades realisieren, ist der berech-
nete Pfad ein kiirzester Pfad. Es muss noch gezeigt werden, dass, wenn ein
kiirzester Pfad P,,;, existiert, kein Knoten von P,,;,, vom Algorithmus gesperrt
wird. Somit wird er auch vom Algorithmus berechnet. Angenommen v ist ein
gesperrter Knoten von P,,;,. Aus dem Beweis von (a) und (b) kann geschlossen
werden, dass die Sperrung nicht von der Prozedur ADJDUMMIES durchgefiihrt
wird. Die Prozeduren MARK-G,, und MARK-(G, markieren nur Kanten die ein-
deutig unterhalb des Knoten x und oberhalb des Knoten y verlaufen. Fiir diese
Kanten werden keine Dummy-Knoten konstruiert, was offensichtlich korrekt
ist. Folglich ist die Annahme, dass ein Knoten v existiert, der vom Algorithmus
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Abbildung 5.10: Illustration zum Beweis 5.2 Fall 2 (iv): In der Abbildung sind die ver-
schiedenen Positionen von y dargestellt. Falls y € G’ ist, dann kreuzt
der Pfad Pp := y ~ t die Kante (2/,w). Falls ¢/ ¢ G’ ist, dann kreuzt
P4 den Pfad s ~» w und es entsteht ein Kreis oder Pg kreuzt den Pfad
x ~» w in einem Face f*.
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Abbildung 5.11: Illustration zum Beweis 5.2 Fall 2 (iv): Der Pfad P kreuzt den Pfad

P{ im Face f*. Die roten Kanten sind Kanten aus adj(f*,a’). (a) Falls
a € adj(f*,a’) ist, dann gibt es eine Kante von a’ nach b. (b) Wenn
a ¢ adj(f*,a’) ist, dann miissen sich die beiden Pfade noch einmal
kreuzen.

gesperrt wird, falsch.

Aus (a), (b) und (c) folgt die Korrektheit. Wir betrachten nun die Laufzeit fiir
eine Iteration der for-Schleife (Zeile 8-30) im Algorithmus.

1.
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Prozedur HASCONSISTENTINSERTIONPATH:

Der Test, ob ein Pfad von = nach y existiert benotigt eine Laufzeit
von O(|V| + |4]).

Die Konstruktion des Face-Senken-Graph F' benétigt eine Laufzeit
von O(|V| + |A4]).

Konstruktion von Gt := G U F* U (x, y) bendtigt eine Laufzeit

von O(|V| + |4]).

Test auf Kreisfreiheit von G benétigt eine Laufzeit von O(|V] + |4|).
Gesamtlaufzeit: O(|V| + |A]).

Berechnung einer aufwértskonsistenten Zuweisung A benotigt nach Lemma
5.1 eine Laufzeit von O(|V| + |A]).

Berechnung der moglichen dufseren Faces bendtigt eine Laufzeit
von O(|V] + |A|).

Prozedur MARK-G,, benétigt eine Laufzeit von O(|V] + |A|).
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5. Prozedur MARK-G, bendtigte eine Laufzeit von O(|V| + |AJ).

6. Prozedur INIT benétigt fiir die Konstruktion und Initialisierung der Dummy-
Knoten eine Laufzeit von O(|A|).

7. Initialisierung des Priority-Queue @) (Fibonacci Heap) benotigt eine Laufzeit
von O(|V| - log [V| + |A]) [10].

8. While-Schleife in Zeilen 15-25:
Die While-Schleife wird |A| mal durchlaufen.

e Die Berechnung der Faces adjazent zu d in Zeile 17 benétigt im Worse-
Case O(|A]).

e Die Prozedur ADJDUMMIES benétigt im Worse Case fiir die Nummerie-
rung eines Faces f eine Laufzeit O(|V|+|A|). Die Berechnung des Pfades
bis zum Knoten v hat eine Laufzeit von O(|A|). Die Berechnung der nicht
gesperrten Dummy-Knoten benétigt eine Laufzeit von O(|V] + |A]).

e Fiir die Zeilen 19-24 (Relaxation) wird eine Zeit von O(|A|) bendtigt.
Somit betrigt die Gesamtlaufzeit der While-Schleife O(|A||V| + |A]?).

9. Das Loschen der Markierungen und der hinzugefiigten Kanten sowie die Aus-
gabe der Losung bendtigt zusammen eine Laufzeit von O(|V| + |4]).

Besitzt G k mogliche dufiere Faces, so betriigt die Laufzeit O(k(|A||V|+ |A]?)). O

Im Worse-Case ist k in der GroRenordnung O(|A|). Somit ist die Laufzeit O((|A]*|V |+
|A]?)) und die Laufzeit fiir sT-Graphen ohne Multikanten ist O(|V']?). Wir kénnen
jedoch davon ausgehen, dass in der Praxis aufwértsplanare Einbettungen mit O(|A|)
aukeren Faces selten vorkommen.
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6 Berechnung eines Einfugepfades in
einem 2-zusammenhangenden
sT-Graphen

Der Algorithmus 12 INSERTEDGEEMBEDDED aus Kapitel 5 berechnet fiir eine ge-
gebene aufwértsplanare Einbettung einen Einfiigepfad mit minimaler Kreuzungs-
anzahl. Aus den Untersuchungen von Kapitel 3 wissen wir, dass die Spiegelung
der Graphkomponenten, durch die der Einfiigepfad verldauft, die Kreuzungsanzahl
des Pfades beeinflussen kann. Diese Tatsache werden wir ausnutzen, um fiir einen
2-zusammenhéngenden, aufwéartsplanaren sT-Graphen G einen gegeniiber Algorith-
mus INSERTEDGEEMBEDDED verbesserten Ansatz zu entwickeln. Der im folgenden
beschriebene Algorithmus berechnet einen Einfligepfad von Knoten x nach y, wenn
er eine Einbettung mit mindestens einem aufwértskonsistenten Einfiigepfad findet.
Der Algorithmus setzt sich aus folgenden Phasen zusammen:

1. Berechnung einer zufilligen, aufwértsplanaren Einbettung I'¢ von G:

Hierfiir werden die Ergebnisse aus Kapitel 4 benutzt. Zuerst wird ein Expan-
sionsgraph G, von G und der SPQR-Baum 7g,,, von G, sowie die entspre-
chenden sT-Skeletons berechnet. Eine aufwartsplanare Einbettung fir Gy,
erhélt man, indem man z.B. zufillig ein R-Knoten oder P-Knoten von 7g,,,
mit gleicher Wahrscheinlichkeit wihlt. Wenn ein R-Knoten gewahlt wird, dann
wird die Einbettung des R-Skeletons gespiegelt. Wenn ein P-Knoten gewahlt
wird, dann werden zwei virtuelle Kanten unter Berticksichtung von Lemma
4.1 zufillig (gleichverteilt) gewihlt!. Die beiden Kanten vertauschen dann ihre
Position in dem s7-Skeleton. 7¢,,, legt dann eine aufwértsplanare Einbettung
von Gy fest. Aus dieser Einbettung wird I'¢; konstruiert, indem die Expansion
von G riickgingig gemacht wird.

2. Berechnung eines aufwértskonsistenten Pfades P von G:
Berechne mit INSERTEDGEEMBEDDED(I'g, x,y) einen aufwértskonsistenten
Einfiigepfad P. Falls die Einbettung keinen aufwértskonsistenten Einfiigepfad
besitzt, dann wird die Berechnung abgebrochen.

!Das bedeutet, dass nur die Kanten gewihlt werden, so dass durch deren Vertauschung die Ein-
bettung des sT-Skeletons aufwértsplanar bleibt. Lemma 4.1 gibt Auskunft welche Kantenkom-
binationen nicht gewahlt werden diirfen.
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6 Berechnung eines Einfiigepfades in einem 2-zusammenhédngenden sT-Graphen

3. Berechnung des Teilbaumes 7,:
Berechne einen Knoten g von 7, so dass in dessen pertinenten Graphen der
ganze Pfad P lokalisiert ist. Berechne dann den Teilbaum 7, von 7, der u als
Wurzel hat. Wenn der Pfad P die Komponenten K, ..., K} traversiert, dann
sind alle diese Komponenten im pertinenten Graphen von p enthalten.

4. Klassifizierung der Graphkomponenten nach den Ersetzungsregeln R, bis Ry:
7, wird von 4 aus mit einer Breitensuche traversiert. Dabei werden die Kno-
ten vq,...,142 sowie die zu ihnen korrespondierenden pertinenten Graphen
G1,...,Gy, durch die der Pfad P verlauft, berechnet. Die pertinenten Gra-
phen werden dann nach den Ersetzungsregeln R, bis R, klassifiziert.

5. Spiegelung der Graphkomponenten:
Durch T'¢ wird auf jeden pertinenten Graphen Gi,...,G) die Einbettung
['y,..., I induziert. Fir alle G; € {Gy,...,Gx} werden folgende Schritte
durchgefiihrt:

(a) Falls alle pertinenten Graphen untersucht wurden, dann wird die Be-
rechnung abgebrochen und der berechnete Einfiigepfad P sowie die Ein-
bettung I';, als Losung zuriickgegeben. Ansonsten iiberpriife, ob G; den
Punkten (a) und (b) von Satz 3.1 geniigt. Wenn nicht, dann fahre mit
Gi—i—l fort.

(b) Spiegele die Einbettung I';. Das Ergebnis der Spiegelung ist die Einbet-
tung I';,.

(c) Der Pfad P kann in drei Abschnitte eingeteilt werden. Der Abschnitt Py
ist der Abschnitt, der durch G; fiihrt, der Abschnitt P; ist der Abschnitt,
der unmittelbar an P, anschlieft und der Abschnitt P; ist der Abschnitt
vor P». Dabei enthalten P; und Ps keine Kante aus G;.

Sei P; :=x ~ 2’ und P, := 3y ~ y. Markiere alle Kanten von G — G; als
nicht passierbar und berechne dann einen Einfiigepfad P, fiir die Knoten
2’ und ¢y’ mit

INSERTEDGEEMBEDDED (T, 2/, ') 3. Py fiihrt somit durch G;.

(d) Wenn kein aufwértskonsistenter Pfad existiert oder die Konkatenation
von P, P, und Py zu P' = P, + P, + P3 nicht aufwértskonsistent ist,
dann wird die Spiegelung riickgéngig gemacht. Es wird mit dem néchsten
pertinenten Graphen G, in Schritt (a) fortgefahren.

(e) Wenn P’ weniger Kreuzungen hat als P, dann gehe zu Schritt (a) und
fahre mit I';, P’ und dem néchsten pertineten Graphen G;;; fort. An-

2Die Reihenfolge der Knoten, die durch die Breitensuche entsteht, muss beachtet werden.
3Hierfiir muss die Prozedur modifiziert werden, damit der markierte Teilgraph nicht zur Einfiige-
pfadberechnung benutzt wird.
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sonsten wird die Spiegelung riickgéngig gemacht und es wird mit ', P
und G;41 in Schritt (a) fortgefahren.

6. Das Ergebnis ist ein aufwértskonsistenter Einfiigepfad, falls einer gefunden
wird, und eine Einbettung I';, die aus Spiegelungen von I'y, ..., I'y resultiert.

Der Nachteil dieses Ansatzes ist, dass er keine Einbettung berechnet, die einen auf-
wartskonsistenten Pfad besitzt. Er {iberpriift auch nicht, ob der Graph G iiberhaupt
eine Einbettung mit einem aufwartskonsistenten Pfad besitzt. Im schlechtesten Fal-
le wird kein Einfiigepfad berechnet, obwohl einer existiert. Die Wahrscheinlichkeit
kann aber verringert werden, indem der oben beschriebene Algorithmus mehrmals
gestartet wird.

Betrachten wir nun die Laufzeit. Schritt 1 kann in O(|V|+ |A|) berechnet werden.
Schritt 2 hat nach Satz 5.2 eine Laufzeit von O(k(|A||V| + |AJ?)). Die Laufzeit von
Schritt 3 und 4 ist O(|V| + |A]). Schritt 5 wird im Worse Case von (c¢) dominiert.
Da ein SPQR-Baum maximal O(]A|) Knoten besitzen kann, ist die Laufzeit von
Schritt 5 O(k(|A*|V| + |AJ]?)). Somit ist die Gesamtlaufzeit O(k(JA*|V] + |A[?)).
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7 Fazit

Zum Abschluss dieser Arbeit werden die erzielten Ergebnisse in diesem Kapitel zu-
sammengefasst. Anschliefsend werden noch offenen Probleme aufgezeigt, deren Lo-
sung eine sinnvolle Ergianzung dieser Diplomarbeit darstellt.

7.1 Ergebnisse

In dieser Arbeit haben wir ein Losungsansatz fiir das Edge-Insertion-Problem fiir
sT-Graphen beschrieben, der nicht auf Schichtung basiert. Bisher gab es noch kei-
nen Losungsansatz dieser Art. Dabei sind wir bei der Analyse des Problems auf
folgende Fakten gestoften, die im Gegensatz zum ungerichteten Fall, eine wichtige
Rolle spielen:

e Die Traversierungskosten einer Komponente K ist abhéangig von der Wahl der
aufwirtsplanaren Einbettung von K.

e Die Kreuzungsanzahl eines Einfiigepfades ist abhéngig von der Wahl des &u-
fseren Faces einer aufwértsplanaren Einbettung.

e Es gibt Digraphen, die fiir zwei gegebene Knoten x und y keine aufwartsplanare
Einbettung mit einem aufwértskonsistenten Einfiigepfad von x nach y besitzen.

Wir haben festgestellt, dass die Kosten eines Einfiigepfades durch Spiegelung von
Graphkomponenten, durch die der Pfad verlauft, verringert werden konnen. Aus
diesem Grunde wurde untersucht, unter welchem Umsténde eine Komponente mit
einer festgelegten Einbettung gespielt werden kann, so dass die resultierende Ein-
bettung wieder aufwértsplanar ist. Das Ergebnis dieser Untersuchung wurde Satz
3.1 festgehalten.

Eine niitzliche Datenstruktur fiir die implizite Aufzdhlung aller aufwértsplana-
ren Einbettungen eines 2-zusammenhéngenden sT-Graphen wurde in Kapitel 2.2
beschrieben. Ahnliche Datenstrukturen existierten bisher nur fiir planare, ungerich-
tete 2-zusammenhéngende Graphen.

In Kapitel 5 wurde ein Ansatz zur Berechnung einer aufwértskonsistenten Zuwei-
sung fiir einen sT-Graphen G mit Laufzeit O(|V|+|A|) angegeben. Der bisherige An-
satz von Bertolazzi et al. [6] benotigt eine Laufzeit O(]V [*+|AJ). Dieser ist aber nicht
auf sT-Graphen beschrankt. Mit der Charakterisierung eines aufwértskonsistenten
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7 Fazit

Einfiigepfades in Lemma 5.2 haben wir dann den Algorithmus 12 INSERTEDGEEM-
BEDDED zur Berechnung eines Einfiigepfades entworfen. Dieser Algorithmus berech-
net fiir eine gegebene aufwartsplanare Einbettung eines sT-Graphen einen kiirzesten
aufwirtskonsistenten Einfiigepfad. Er besitzt eine Laufzeit von O(k(|A||V |+ |A*)),
wobei k die Anzahl der moglichen &ufseren Faces von G ist.

Basierend auf dem Algorithmus INSERTEDGEEMBEDDED wurde in Kapitel 6 ein
verbesserter Ansatz fiir das Fdge-Insertion-Problem fiir 2-zusammenhéngende s7-
Graphen mit eine Laufzeit von O(k(|A|*|V| + |A]?)) beschrieben. Dieser Ansatz
benutzt dabei die von uns entwickelte Datenstruktur zur impliziten Aufzdhlung der
aufwirtsplanaren Einbettungen sowie die Ergebnisse der Untersuchung der Spiege-
lung von Graphkomponenten.

7.2 Offenen Probleme

Die folgende Probleme wurden im Rahmen dieser Arbeit nicht untersucht.

(1) Das Problem fiir s7-Graphen ohne aufwértskonsistenten Einfiigepfad ist noch
ungelost. Wie lasst sich ein aufwértskonsistenter Pfad hierfiir berechnen oh-
ne eine Schichtung des Graphen durchzufithren? Spielt dieses Problem eine
entscheidende Rolle in der Aufwértsplanarisierung von sT-Graphen?

(2) Falls ein sT-Graph eine Einbettung mit mindestens einem aufwértskonsisten-
ten Einfiigepfad besitzt, wie kann man dann diese Einbettung berechnen?
Das Korollar 5.1 gibt einen Hinweis, wie man feststellen kann, ob ein sT-Graph
G einen aufwartskonsistenten Einfligepfad fiir zwei gegebenen Knoten x und
y besitzt. Wir vermuten, dass G genau dann keine aufwartskonsistenten Ein-
pfiigepfade besitzt, wenn fiir x und y folgendes gilt:

Sei 7 ein SPQR-Baum von GG und S ein Skeleton eines R-Knoten von 7.

— z und y sind Knoten von S, so dass Korollar 5.1 (b) gilt.

— 2 und y sind in zwei verschiedene virtuelle Kanten e, und e, von S
lokalisiert. Sei dann 2z’ und 3’ Représentanten von z und y in S. D.h.
es wird in e, der Dummy-Knoten 2’ und in e, der Dummy-Knoten ¢’
eingefiigt. Fiir die beiden Reprasentanten gilt Korollar 5.1 (b).

— x bzw. y ist ein Knoten von S und ¢y’ bzw. 2’ ist ein Reprisentant. Fiir x
und ¢y’ bzw. 2/ und y gilt Korollar 5.1 (b).

(3) Mit einer Untersuchung der Praxistauglichkeit der entwickelten Ansétze im
Aufwiartsplanarierungsprozess von s7T-Graphen kann festgestellt werden, ob
unsere Ansétze in die richtige Richtung weisen. Insbesondere ist der Vergleich
mit dem klassischen Sugiyama-Ansatz im Bezug auf Kreuzungsanzahl inter-
essant. Hierflir muss jedoch Problem (1) und (2) gelost werden.
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7.2 Offenen Probleme

(4) Eine optimale Losung des Edge-Insertion-Problems fiir sT-Graphen steht noch
aus. Wie gut ist die von uns entwickelte Losung im Vergleich zur optimalen
Losung?

Die genannten Probleme konnen in weitere Arbeiten untersucht werden.
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