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Kapitel 1

Einleitung

1.1 Motivation und Hintergrund

Graphen durchziehen die Informatik als ein grundlegendes Werkzeug: Endliche Automaten,

Petrinetze, Klassendiagramme, Objektdiagramme, Ablaufdiagramme und Datenbankmo-

delle sind nur einige Beispiele für die Verwendung von Graphen. Auch in Praxisanwendun-

gen können die Zusammenhänge zwischen verschiedenen Objekten durch Graphen model-

liert werden.

Wenn es darum geht, dass ein menschlicher Betrachter die Struktur eines Graphen

erfassen soll, sind Zeichnungen textuellen Ausgabeformen meist überlegen. Automatische

Zeichenverfahren werden besonders für Graphen benötigt, die in computergestützten Pro-

zessen erzeugt werden.

Zur Generierung von Graphzeichnungen haben sich unterschiedliche algorithmische

Herangehensweisen etabliert.

Geradlinig planare Verfahren generieren Zeichnungen ohne Kantenkreuzungen und Kan-

tenknicke für Graphen, bei denen dies prinzipiell möglich ist. Jedoch entstehen lange Kan-

ten, starke Unterschiede in den Kantenlängen und sehr kleine Winkel. Abbildung 1.1(a)

zeigt die Zeichnung eines Graphen durch ein geradlinig planares Verfahren.

Energiebasierte Verfahren fassen das Zeichnen von Graphen als Optimierungsproblem

auf. Die �Hässlichkeit� einer Zeichnungen wird durch eine Energiefunktion formalisiert und

dann minimiert. Diese Verfahren generieren Zeichungen mit ähnlichen Kantenlängen und

einer gleichmäÿigen Verteilung der Knoten auf der Zeichen�äche. Die Vermeidung von Kan-

tenkreuzungen ist jedoch oft nicht vorgesehen. Gleiches gilt für kräftebasierte Verfahren.

Abbildung 1.1(b) zeigt die Zeichnung eines Graphen durch ein kräftebasiertes Verfahren.

Der Planare Energie-Optimierer (PEO), der in dieser Arbeit entwickelt wird, vereint

die Vorteile beider Ansätze. Ein Graph wird zunächst geradlinig planar gezeichnet. Dann

erfolgt eine energiebasierte Optimierung. Spezielle Variationsoperatoren erzeugen kreu-

zungsfreie Nachfolgezeichnungen mit unveränderter planarer Einbettung. Diese werden

1



2 KAPITEL 1. EINLEITUNG

(a) Geradlinig planar (b) Kräftebasiert (c) Planar energieoptimiert

Abbildung 1.1: Der Planare Energie-Optimierer vereint die Vorteile zweier Ansätze: Geradlinig

planare Zeichenverfahren (a) zeichnen planare Graphen ohne Kreuzungen und Knicke, aber mit

kleinen Winkeln und groÿen Unterschieden in den Kantenlängen. Kräftebasierte Zeichenverfahren

(b) � ebenso wie energiebasierte Verfahren � erreichen ähnliche Kantenlängen, aber die Vermeidung

von Kreuzungen ist oft nicht vorgesehen. Der Planare Energie-Optimierer (c) optimiert planare

Zeichnungen mit energiebasierten Methoden.

durch eine Energiefunktion bewertet, deren Wert maximiert werden soll. Die Zeichnung

mit dem höchsten Energiewert wird für die weitere Optimierung übernommen. So entste-

hen Zeichnungen mit einer Tendenz zu ähnlichen Kantenlängen, rundlichen Gebieten und

gut separierten Knoten. Die Zeichnungen weisen keine Kantenkreuzungen auf.

Abbildung 1.1(c) zeigt die Optimierung der Zeichnung in Abbildung 1.1(a) durch den

Planaren Energie-Optimierer. Es zeigt sich, dass die ästhetischen Vorteile der Zeichnungen

1.1(a) und 1.1(b) simultan erfüllt werden.

1.2 Aufbau der Arbeit

Kapitel 2 beschreibt die für diese Arbeit benötigten Grundlagen. Es werden Begri�e zu

Graphen, Graphzeichnungen und Planarität eingeführt und Ästhetikkriterien de�niert.

Verschiedene Ansätze zum Zeichnen von Graphen werden diskutiert. Ein besonderer Fo-

kus liegt dabei auf energiebasierten Verfahren. Zudem werden geometrische Grundlagen

angeführt.

Kapitel 3 beschreibt den Planaren Energie-Optimierer (PEO). Der Rahmenalgorithmus

wird vorgestellt und grundlegende Designentscheidungen begründet. Es folgen Module zur

Variation der Zeichnung. Zur Vorbereitung der De�nition von Komponenten einer Energie-

funktion werden Lagemaÿe und Ähnlichkeitsmaÿe de�niert. Anschlieÿend werden Energie-

komponenten entwickelt, die verschiedene Ästhetikkriterien formalisieren. Schlieÿlich wird

das Verfahren erweitert, sodass auch Zeichnungen mit Kreuzungen und Knicken adaptiert

werden können.
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Kapitel 4 beschreibt die Realisierung des Planaren Energie-Optimierers. Verwendete

Softwarebibliotheken werden genannt. Ein besonderer Schwerpunkt liegt auf der e�zienten

Aktualisierung der Energiefunktion mit Hilfe eines Energiebaumes.

Kapitel 5 evaluiert das entwickelte Verfahren. Es werden grundsätzliche Eigenschaften

der Energiekomponenten beleuchtet. Komplexe Kon�gurationen werden auf verschiedenen

Graphklassen evaluiert und mit dem Verfahren von Bertault [6] verglichen. Zudem werden

die Erweiterungen des Verfahrens um Kreuzungen und Knicke evaluiert.

Kapitel 6 fasst die wesentlichen Ergebnisse der Arbeit zusammen und gibt einen Aus-

blick auf mögliche Erweiterungen.
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Kapitel 2

Grundlagen

Dieses Kapitel klärt die Grundlagen, auf denen diese Arbeit aufbaut. Abschnitt 2.1 führt

in wesentliche Begri�e im Zusammenhang mit Graphen, ihren Zeichnungen und Planarität

ein. Zudem werden Anforderungen an Graphzeichnungen durch Ästhetikkriterien �xiert.

Abschnitt 2.2 thematisiert verschiedene Ansätze zum automatischen Zeichnen von Gra-

phen. Dabei liegt ein besonderer Fokus auf energiebasierten Verfahren, da das im Rahmen

dieser Arbeit entwickelte Verfahren diesem Ansatz folgt. Abschnitt 2.3 behandelt schlieÿ-

lich einige geometrische Grundlagen und Formmaÿe für Polygone. Die Ausführungen zu

Graphen und Graphzeichenverfahren sind in wesentlichen Teilen durch Jünger und Mutzel

[18] geleitet.

2.1 Automatisches Zeichnen von Graphen

2.1.1 Graphen, Graphzeichnungen und Planarität

Graphen (ungerichtet, einfach, ohne Schleifen), Nachbarn, Zusammenhang.

Ein Graph G = (V,E) besteht aus einer endlichen Knotenmenge V (englisch vertices)

und einer Kantenmenge E ⊆ V × V (englisch edges). Die Kantenmenge de�niert, welche

Paare von Knoten miteinander verbunden sind. In dieser Arbeit sind Graphen immer un-

gerichtet, einfach, ohne Schleifen und zusammenhängend. Ein Graph ist ungerichtet, wenn

die Kanten keine Richtung aufweisen. Es gilt (u, v) ∈ E genau dann, wenn (v, u) ∈ E ist.

Der Graph ist einfach, wenn nicht mehrere Kanten zwischen einem Knotenpaar verlaufen.

Der Graph besitzt keine Schleifen, wenn für jeden Knoten v ∈ V gilt, dass (v, v) /∈ E ist.

Die Nachbarn V (v) eines Knotens v ∈ V sind alle Knoten w mit (v, w) ∈ E. Der Grad

eines Knotens ist die Anzahl seiner Nachbarn. Ein Pfad zwischen zwei Knoten u und v ist

eine Sequenz von Knoten [u1, . . . , uk] mit u1 = u, uk = v, sodass für jedes i ∈ {2, . . . , k}
gilt, dass (ui−1, ui) ∈ E ist. Ein Graph heiÿt zusammenhängend, wenn zwischen allen

Knotenpaaren ein Pfad existiert.

5
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Abbildung 2.1: Ein Graph mit fünf Blöcken und drei farblich markierten Schnittknoten (a), die

Zerlegung des Graphen in Blöcke (b) und der zugehörige BC-Baum (c).

Zweizusammenhang, Schnittknoten, Blöcke, BC-Baum. Ein Knoten v ∈ V heiÿt

Schnittknoten, wenn der Graph nach Entfernung von v nicht mehr zusammenhängend ist.

Ein zusammenhängender Graph ohne Schnittknoten heiÿt zweizusammenhängend. Der zu

einer Knotenmenge U ⊆ V induzierte Teilgraph ist der Graph (U,E ∩ (U × U)). Ein

maximaler zweizusammenhängender Teilgraph von G heiÿt Block. Maximal bedeutet in

diesem Zusammenhang, dass U = V gilt oder bei Hinzufügen jedes weiteren Knotens

zu U der Zweizusammenhang verloren ginge. Eine Kante, die einzige Kante eines Blocks

ist, heiÿt Brücke. Sei C die Menge aller Schnittknoten (englisch cut vertex) und B die

Menge aller Blöcke, dann ist (B ∪ C, {(b, c) | b ∈ B, c ∈ C, c ∈ V (b)}) der BC-Baum

zu G. Abbildung 2.1 zeigt einen Graphen mit fünf Blöcken und drei farblich markierten

Schnittknoten (a), die Zerlegung des Graphen in Blöcke (b) und den zugehörigen BC-Baum

(c). Die Linearzeitberechnung von BC-Bäumen ist in Anlehnung an einen Algorithmus von

Hopcroft und Tarjan [17] möglich.

Zeichnung. Eine Zeichnung bildet die Knoten und Kanten des Graphen auf geometri-

sche Objekte ab, sodass der Graph visualisiert wird. In dieser Arbeit werden Knoten auf

Punkte im zweidimensionalen Raum abgebildet. Für einen Knoten v ∈ V sind xv, yv ∈ R
die Koordinaten des Knotens. Auÿerdem bezeichnet d(u, v) =

√
(xv − xu)2 + (yv − yu)2

die euklidische Distanz zwischen Knoten. Bei geradlinigen Zeichnungen werden Kanten

auf die Geradensegmente zwischen den Punkten der beteiligten Knoten abgebildet. Bei

Polygonlinienzeichnungen werden Start- und Endpunkt der Kante in der Mitte durch ei-

ne Sequenz endlich vieler Knickstellen ergänzt. Aufeinanderfolgende Punkte werden durch

Geradensegmente verbunden.
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Abbildung 2.2: Zwei Einbettungen eines Graphen mit sieben Gebieten (Auÿengebiet inklusive).

Ein Gebiet ist grau ausgefüllt.

Planarität, kombinatorische und planare Einbettung, Gebiete, Auÿengebiet,

Gebietszyklus. Eine Zeichnung heiÿt planar, wenn sich Kantensegmente nur an gemein-

samen Endpunkten überschneiden. Ein Graph heiÿt planar, wenn er planar gezeichnet wer-

den kann. Planare Zeichnungen zerteilen die Ebene in Gebiete. Die Menge der Gebiete wird

mit F (englisch faces) bezeichnet. Der Gebietszyklus eines Gebietes f ∈ F ist die zyklische

Aufzählung der Kanten, die f begrenzen. Die kombinatorische Einbettung einer planaren

Zeichnung ist durch die zyklische Reihenfolge der Kanten um alle Knoten gegeben und

bestimmt eineindeutig die Gebietszyklen. Die planare Einbettung entspricht der kombina-

torischen Einbettung mit Wahl eines Auÿengebietes. Abbildung 2.2 zeigt einen Graphen

mit zwei verschiedenen Einbettungen. Zur Illustration ist ein Gebiet grau ausgefüllt.

2.1.2 Anforderungen an Graphzeichenverfahren

Ziel eines automatischen Verfahrens zum Zeichnen von Graphen ist es, zu einem gege-

benen Graphen eine möglichst �gute� Zeichnung zu generieren. Es ist nicht unmittelbar

klar, woran sich ein solcher Ästhetikbegri� festmachen lässt. Eine Zeichnung sollte gut

lesbar sein, in dem Sinne, dass sie die Struktur des Graphen durch die Möglichkeiten der

Visualisierung in verständlicher Weise veranschaulicht. Darüber hinaus lassen sich Ästhe-

tikkriterien angeben, deren Erfüllung eine ästhetische Zeichnung begünstigt. Viele dieser

Kriterien sind negativ durch das Fehlen unübersichtlicher Stellen in der Zeichnung de-

�niert. Bei verschiedenen Verfahren wird den Kriterien eine unterschiedliche Bedeutung

zugesprochen. In dieser Arbeit sind Ästhetikkriterien besonders relevant, da sie systema-

tisch in Komponenten einer Energiefunktion umgesetzt werden. Einige Ästhetikkriterien

sind:

• Wenig Kantenkreuzungen: Da Kantenkreuzungen das Verfolgen der beteiligten

Kanten erschweren, sind sie möglichst zu vermeiden. Im Idealfall sollte eine Zeichnung

planar sein.
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• Wenig Kantenknicke: Auch Knicke erschweren das Verfolgen einer Kante, insbe-

sondere dann, wenn die Knickwinkel groÿ sind.

• Ähnliche Kantenlängen: Kanten sollten möglichst gleich lang sein.

• Geringe Kantenlängen: Kurze Kanten sind leichter zu verfolgen.

• Gute Separation: Paare von Knoten sollten einen gewissen Mindestabstand ein-

halten und nicht verbundene Knotenpaare gröÿeren Abstand haben als verbundene

Knotenpaare. Auch Distanzen zwischen Knoten und Kanten sollten nicht zu gering

ausfallen.

• Hohe Winkelau�ösung: Kleine Winkel sind zu vermeiden.

• Ausnutzung der Zeichen�äche: Die Zeichnung sollte kompakt sein, in dem Sinne,

dass sie eine minimale Fläche optimal ausfüllt ohne Platz zu verschwenden.

• Wohlgeformte Gebiete: Die Gebiete der Zeichnung sollten wohlgeformt, rund und

konvex sein.

• Symmetrien:Manche Graphen weisen Symmetrien auf. Das Zeichenverfahren sollte

diese unterstützen und symmetrische Teilgraphen gleich zeichnen.

• Hierarchie: Bei gerichteten Graphen kann eine Zeichnung die Richtung der Kan-

ten verdeutlichen, indem beispielsweise alle Kanten von oben nach unten gezeichnet

werden.

2.2 Verfahren zum Zeichnen von Graphen

(a) Kräftebasierte

Zeichnung

(b) Geradlinig planare Zeichnung (c) Orthogonale

Zeichnung

(d) Hierarchische

Zeichnung

Abbildung 2.3: Verschiedene Ansätze zum Zeichnen von Graphen.

Dieser Abschnitt thematisiert verschiedene Verfahren zum automatischen Zeichnen von

Graphen. Die Vagheit der Anforderungen an eine gute Zeichnung hat zur Etablierung sehr
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vielfältiger algorithmischer Herangehensweisen geführt, die nachfolgend aufgeführt wer-

den. Abbildung 2.3 verdeutlicht verschiedene Herangehensweisen am Beispiel eines kleinen

Graphen.

• Energiebasierte Verfahren: Energiebasierte Verfahren bestehen aus zwei Kom-

ponenten: Eine Energiefunktion ordnet jeder Zeichnung einen Zahlenwert zu, der

die �Hässlichkeit� der Zeichnung beschreibt. Eine Optimierungsmethode ermittelt

zu einem gegebenen Graphen eine Zeichnung mit möglichst geringem Energiewert.

Energiebasierte Verfahren werden in Abschnitt 2.2.2 vertieft.

• Kräftebasierte Verfahren (Abbildung 2.3(a)): Kräftebasierte Verfahren zeichnen

Graphen, indem wiederholt alle Knoten verschoben werden. Richtung und Auslen-

kung der Verschiebung sind in einer sogenannten Kraft zusammengefasst. Diese setzt

sich aus abstoÿenden Kräften zwischen Knotenpaaren und anziehenden Kräften zwi-

schen benachbarten Knotenpaaren zusammen. Kräftebasierte Verfahren erzielen be-

sonders im Bezug auf uniforme Kantenlängen gute Ergebnisse. Abstände zwischen

Knotenpaaren fallen nicht zu gering aus. Auÿerdem führt die symmetrische Berech-

nung der Kräfte zur Unterstützung von Symmetrien in der Zeichnung. Die Beispiel-

zeichnung zeigt, dass es schon in einfachen Zeichnungen zu Kreuzungen kommen

kann, da diese nicht explizit verhindert werden. Kräftebasierte Verfahren werden in

Abschnitt 2.2.3 vertieft.

• Geradlinig planare Verfahren (Abbildung 2.3(b)): Geradlinig planare Verfahren

zeichnen planare Graphen ohne Kreuzungen und Knicke. Dabei haben sich Gitterzei-

chenverfahren etabliert, bei denen die Knoten auf ganzzahligen Koordinaten platziert

werden. Geradlinig planare Verfahren werden in Abschnitt 2.2.1 vertieft.

• Orthogonale Verfahren (Abbildung 2.3(c)): Orthogonale Verfahren generieren

Zeichnungen, bei denen die Kanten nur horizontal oder vertikal verlaufen. Dabei

werden möglichst wenige Knicke und Kreuzungen generiert. Besonders beim Zeich-

nen von Diagrammen haben sich orthogonale Zeichnungen bewährt. Ein bekanntes

Verfahren von Batini, Nardelli und Tamassia [5] verfolgt den sogenannten topology-

shape-metrics-Ansatz: In einer ersten Phase wird die Topologie der Zeichnung fest-

gelegt. Dazu wird eine Einbettung �xiert und Kreuzungen durch künstliche Kreu-

zungsknoten ersetzt. In der zweiten Phase folgt die Festlegung der Kantenrichtungen

und Knicke. In der dritten Phase werden die konkreten Positionen festgesetzt.

• Hierarchische Verfahren (Abbildung 2.3(d)): Hierarchische Zeichnungen stellen

die Richtung der Kanten in den Vordergrund. Die Knoten werden so gezeichnet, dass

die gerichteten Kanten von oben nach unten verlaufen. Hier ist ein Verfahren von

Sugiyama, Tagawa und Toda [25] weit verbreitet. Dieses Verfahren generiert hier-

archische Zeichnungen in drei Phasen: In der ersten Phase werden die Knoten auf
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Schichten angeordnet, sodass Kanten nur in Richtung niedrigerer Schichten verlau-

fen. Kanten, die über mehrere Schichten hinweg verlaufen, werden auf jeder Zwi-

schenschicht durch einen Knickknoten repräsentiert. In der zweiten Phase erfolgt die

horizontale Umordnung der Knoten auf den Schichten, um die Anzahl der Kreuzun-

gen zu reduzieren. In der dritten Phase werden die konkreten Knotenkoordinaten

zugewiesen.

Im Kontext dieser Arbeit sind besonders geradlinig planare Zeichenverfahren und ener-

giebasierte Verfahren relevant, da die Arbeit beide Ansätze integriert. Deshalb werden bei-

de Ansätze in den folgenden Abschnitten vertieft. Zuletzt wird der kräftebasierte Ansatz

beleuchtet, da das kräftebasierte Verfahren von Bertault [6] in dieser Arbeit zum Vergleich

herangezogen wird.

2.2.1 Geradlinig planare Verfahren

Abbildung 2.4: Zeichnung des Verfahrens von de Fraysseix, Pach und Pollack [10].

Die Meilensteine zu geradlinig planaren Verfahren sind kompakt von Chrobak und Kant

[7] zusammengefasst worden. Dieser Abschnitt folgt ihren Ausführungen.

Schon früh wurde unabhängig von Fáry [12], Stein [24] und Wagner [28] gezeigt, dass

jeder planare Graph auch geradlinig planar gezeichnet werden kann. Es gibt also keinen

Graphen, der mit gebogenen Kanten kreuzungsfrei gezeichnet werden kann, aber nicht mit

geradlinigen Kanten. Jedoch führten erste Verfahren zu exponentiellem Platzverbrauch.

De Fraysseix, Pach und Pollack [10] gaben als erste ein Verfahren an, das zu einem

Graphen mit n Knoten in Zeit O(n log n) eine geradlinig planare Zeichnung erzeugt, bei

der nur Knotenkoordinaten auf einem ganzzahligen Gitter der Gröÿe (2n − 4) × (n − 2)

benötigt werden. Dazu wird zunächst eine spezielle Reihenfolge der Knoten berechnet.

Diese erlaubt es, die Knoten mit aufsteigenden y-Koordinaten hinzuzufügen. Dabei werden

bereits platzierte Knoten minimal verschoben, sodass die geradlinige Kreuzungsfreiheit

erhalten bleibt. Abbildung 2.4 zeigt eine Zeichnung dieses Verfahrens. Chrobak und Payne

[8] lieferten eine Linearzeitimplementierung.
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Kurz nach der Publikation von de Fraysseix et al. [10] gelang es Schnyder [23] mit

einem grundverschiedenen Ansatz in Linearzeit geradlinig planare (n − 2) × (n − 2)-

Gitterzeichnungen zu erzeugen.

Chrobak und Kant [7] entwarfen schlieÿlich ein Linearzeitverfahren mit Platzverbrauch

(n− 2)× (n− 2), das dreizusammenhängende Graphen mit konvexen Gebieten zeichnet.

Die Zeichnungen erhalten durch den Verzicht auf Kreuzungen und Knicke eine gewisse

puristische Schönheit. Jedoch wird eine Vielzahl wichtiger Ästhetikkriterien nicht unter-

stützt: Die Zeichnungen enthalten in der Regel lange Kanten, sehr unterschiedliche Kan-

tenlängen und sehr kleine Winkel. Ein gewisser Mindestabstand zwischen Knoten ist durch

das Gitter gegeben, doch die langen Kanten lassen einige Knotenpaare schlecht separiert

erscheinen.

2.2.2 Energiebasierte Verfahren

Bei energiebasierten Verfahren wird das Graphzeichenproblem als Optimierung aufgefasst.

Im Zentrum steht eine Energiefunktion E, die jeder möglichen Zeichnung einen Zahlenwert

zuordnet, der die �Hässlichkeit� der Zeichnung angibt. Diese Energiefunktion wird mini-

miert. Je nach Komplexität von E ergeben sich verschiedene Möglichkeiten; das Spektrum

reicht von exakter Optimierung bis hin zur Anwendung allgemeiner Suchheuristiken.

Bei der Verwendung einer allgemeinen Optimierungsmethode erhält der energiebasierte

Ansatz den Charme des Deklarativen: Man erhält das Gefühl, das Optimierungsziel durch

die Energiefunktion angeben zu können, wobei die Suchheuristik die Optimierung bewerk-

stelligt. Nachteilig ist, dass zumeist keine Gütegarantie gegeben werden kann. Besonders

bei komplexen Energiefunktion werden globale Optima oft nicht erreicht. Dennoch werden

viele Ästhetikkriterien gut erfüllt. Dazu gehören insbesondere uniforme Kantenlängen und

die Darstellung von Symmetrien. Eine Integration der Kreuzungsfreiheit führt jedoch zu

hohen Laufzeiten.

Im Folgenden werden drei energiebasierte Verfahren vorgestellt.

2.2.2.1 Das Verfahren von Tutte

Abbildung 2.5: Zeichnung des Verfahrens von Tutte [27]: Alle Knotenpositionen fallen mit dem

Schwerpunkt der Nachbarpositionen zusammen.
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Ein altes und noch immer weit verbreitetes Zeichenverfahren geht auf Tutte [27] zurück.

Das Verfahren minimiert die Summe der quadratischen Abstände benachbarter Knoten.

Die Energiefunktion lautet

ETutte =
1
2

∑
(vi,vj)∈E

d(vi, vj)2

=
1
2

∑
(vi,vj)∈E

((xi − xj)2 + (yi − yj)2) (2.1)

Als notwendige Bedingung für ein Minimum müssen die partiellen Ableitungen null ent-

sprechen. Die Koordinaten (x1, y1), . . . , (xn, yn) einer energieminimalen Zeichnung erhält

man als Lösung des folgenden linearen Gleichungssystems:

∂ETutte
∂xi

=
∑

vj∈V (vi)

(xi − xj) = 0 i = 1, . . . , n (2.2)

∂ETutte
∂yi

=
∑

vj∈V (vi)

(yi − yj) = 0 i = 1, . . . , n (2.3)

Da Minimalität auch dann gewährleistet ist, wenn alle Knoten in einem Punkt zusam-

menfallen, werden einige Knoten vorab �xiert. Wenn der Graph dreizusammenhängend

ist und man die Knoten des Auÿengebietes einer beliebigen planaren Einbettung auf dem

Rand eines strikt konvexen Polygons �xiert, erhält man eine geradlinig planare Zeichnung

mit konvexen Gebieten.

Abbildung 2.5 zeigt eine Zeichnung des Verfahrens von Tutte. Alle Knotenpositionen

fallen mit dem Schwerpunkt der Nachbarpositionen zusammen.

Die Energiefunktion selbst �ndet bei Tutte keine Erwähnung. Vielmehr passt sie zu

dem von ihm aufgestellten linearen Gleichungssystem und hilft, das Verfahren in den ener-

giebasierten Kontext einzuordnen.

2.2.2.2 Das Verfahren von Kamada und Kawai

Ein weiteres Verfahren wurde von Kamada und Kawai [19] entwickelt. Die Grundidee ist

einfach: Der Abstand zwischen allen Knotenpaaren soll der Länge eines kürzesten Pfades

zwischen den Knoten entsprechen. In Abbildung 2.6 wird deutlich, dass dieser Ansatz

ästhetische Zeichnungen erzeugen kann. D(u, v) bezeichne die Anzahl der Kanten eines

Pfades zwischen u und v. Sei auÿerdem g(u, v) = 1/D(u, v) das Gewicht des Knotenpaares

(u, v) und L eine Wunschkantenlänge, dann ist die Energiefunktion gegeben durch

EKK =
1
2

∑
u,v∈V, u6=v

g(u, v) · (d(u, v)−D(u, v) · L)2 (2.4)
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Abbildung 2.6: Zeichnungen des Verfahrens von Kamada und Kawai [19]: Es zeigt sich, dass die

Annäherung der Distanzen an den Idealabstand der Knoten ästhetische Zeichnungen hervorbringt

� Originalabbildung aus [19].

Für eine energieminimale Zeichnung gilt ∂EKK
∂xi

= ∂EKK
∂yi

= 0. Zur Annäherung an eine

solche Zeichnung werden wiederholt einzelne Knoten verschoben. Dabei wird der nächste

Knoten vm ausgewählt, bezüglich dessen Koordinaten die Energiefunktion im Punkt der

aktuellen Zeichnung die gröÿte Steigung aufweist. Genauer ist

vm = argmax{∆i(x1, y1, . . . , xn, yn) | vi ∈ V }

mit ∆i =

√(
∂EKK
∂xi

)2

+
(
∂EKK
∂yi

)2

(2.5)

Schlieÿlich wird vm in Richtung des Gefälles der Energiefunktion bewegt, bis das lokale

Minimum bezüglich der Koordinaten hinreichend angenähert ist. Dabei wird mit Hilfe der

zweiten Ableitungen eine günstige Schrittweite für die Verschiebung ermittelt.

Die Energiefunktion ist also hinreichend einfach, sodass eine zielgerichtete Knotenver-

schiebung möglich ist. Auch die elegante Bedarfsauswahl wird durch die Einfachheit der

Energiefunktion ermöglicht.

2.2.2.3 Das Verfahren von Davidson und Harel

Abbildung 2.7: Zeichnungen des Verfahrens von Davidson und Harel [9]: Durch die Gewichte

lässt sich der Fokus auf verschiedene Ästhetikkriterien verschieben � Originalabbildung aus [9].
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Eine komplexe Energiefunktion, die mit einer allgemeinen Suchheuristik optimiert wird,

haben Davidson und Harel [9] vorgestellt:

EDH = λ1 · EDH1 + λ2 · EDH2 + λ3 · EDH3 + λ4 · EDH4 (2.6)

Die Energiekomponenten sind de�niert durch

EDH1 =
∑

u,v∈V, u6=v
1/d(u, v)2 (2.7)

EDH2 =
∑
vi∈V

(1/l2i + 1/r2i + 1/o2i + 1/u2
i ) (2.8)

EDH3 =
∑

(u,v)∈E

d(u, v)2 (2.9)

EDH4 = Anzahl der Kantenkreuzungen (2.10)

Dabei sind li, ri, oi und ui die Abstände des Knotens vi zum linken (li), rechten (ri),

oberen (oi) und unteren (ui) Rand. EDH1 bewirkt die Separation der Knotenpaare. EDH2

bewirkt die Einhaltung einer festgelegten Zeichen�äche und die Entfernung vom Rand.

EDH3 führt zu kurzen Kanten und bewirkt damit die Annäherung benachbarter Knoten.

EDH4 wirkt in Richtung einer planaren Zeichnung. Die Parameter λ1, . . . , λ4 steuern die

relativen Gewichte der Energiekomponenten. Abbildung 2.7 zeigt beispielhafte Zeichnun-

gen eines Graphen durch das Verfahren. Hier wird deutlich, wie durch die Gewichtung

verschiedene Optimierungsziele in den Vordergrund treten.

Schlieÿlich wird EDH durch die Suchheuristik Simulated Annealing von Kirkpatrick,

Gelatt und Vecchi [20] optimiert. Dabei wird wiederholt ein einzelner Knoten verschoben,

wobei der Radius der Verschiebung mit der Zeit sinkt und die Richtung zufällig gleich-

verteilt gewählt wird. Der Energiewert der neuen Zeichnung wird bestimmt und mit dem

Wert der alten Zeichnung verglichen. Zeichnungen mit niedrigerem Energiewert werden

immer akzeptiert. Zeichnungen mit höherem Energiewert werden mit einer Wahrschein-

lichkeit akzeptiert, die von der Energiedi�erenz abhängt und mit der Zeit sinkt. Dieses

Akzeptanzverhalten, das Simulated Annealing auszeichnet, bewirkt einerseits eine gerin-

gere Tendenz in lokalen Minima stecken zu bleiben, andererseits führt es zu verlängerten

Laufzeiten. Die Integration der Kreuzungsreduktion erweist sich als laufzeitintensiv.

2.2.3 Kräftebasierte Verfahren

Ein Ansatz, der mit energiebasierten Verfahren sehr eng verwandt ist, ist der kräftebasierte

Ansatz. Dieser Ansatz geht auf Eades [11] zurück. Kernidee ist eine physikalische Metapher:

Knoten werden als geladene Partikel interpretiert, die sich paarweise abstoÿen. Kanten

werden als Federn aufgefasst, die stets einer Ideallänge entgegenstreben. In diesem Sinne

wird pro Iteration für jeden Knoten ein Kräftevektor berechnet. Anders als in der Physik
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wird die Kraft als Auslenkung und nicht als Beschleunigung verstanden. Am Ende jeder

Iteration wird für alle Knoten der Kräftevektor auf den Positionsvektor addiert.

Kräftebasierte Verfahren sind konzeptionell einfach, leicht zu implementieren und in-

tuitiv um eine Vielzahl von Nebenbedingungen zu erweitern. Auÿerdem erzielen sie gute

Ergebnisse beim Erreichen ähnlicher Kantenlängen und bei der O�enbarung von Symme-

trien. Im Kontext dieser Arbeit ist das Verfahren von Bertault [6] von groÿer Bedeutung.

2.2.3.1 Das Verfahren von Bertault

Abbildung 2.8: Durch Zonen wird beim Kräfteverfahren von Bertault [6] sichergestellt, dass keine

neuen Kreuzungen entstehen � Originalabbildung aus [6].

Das Kräfteverfahren von Bertault [6] optimiert eine Zeichnung ohne die Kreuzungs-

eigenschaften der Zeichnung zu verändern. Durch die geschickte Berechnung sogenannter

Zonen werden die Auslenkungen der Kräfte derart nach oben beschränkt, dass sich zwei

Kanten nach einer Iteration dann und nur dann kreuzen, wenn sie es auch vor der Iteration

taten. Wendet man das Verfahren also auf eine geradlinig planare Zeichnung an, so erhält

man wieder eine geradlinig planare Zeichnung. Abbildung 2.8 zeigt exemplarisch die Zonen

für einen Knoten. Im Rahmen dieser Einschränkung verfolgt Bertault einen Kräfteansatz.

Die Kraft auf einen Knoten setzt sich zusammen aus

• Anziehung zwischen benachbarten Knoten,

• Abstoÿung zwischen allen Knotenpaaren und

• Abstoÿung zwischen Knoten und Kanten, sofern die Abstände einen Schwellwert γ

unterschreiten.

Anziehende und abstoÿende Kräfte zwischen benachbarten Knoten sind so konzipiert,

dass sie sich gegenseitig kompensieren, wenn der Abstand der Knoten einer Wunschkan-

tenlänge δ entspricht. Das Verfahren wird im Rahmen dieser Arbeit zum Vergleich heran-

gezogen. Details zur Parametrisierung werden in Abschnitt 4.3 ausgeführt.



16 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

2.3 Formmaÿe für Polygone

Im Rahmen dieser Diplomarbeit sind Formmaÿe bedeutsam: Sie werden in Kapitel 3.4.3

adaptiert, um die Form der sichtbaren Kreise zu optimieren. Auÿerhalb dieser Arbeit �nden

Formmaÿe unter anderem beim Computer-Sehen Anwendung. Dort geht es darum, die

Form von Objekten der realen Welt zu klassi�zieren und sie daran zu erkennen. Mingqiang,

Kidiyo und Joseph [21] haben einen guten Überblicksartikel zu diesem Thema verfasst.

Einleitend werden einfache Polygone de�niert. Anschlieÿend folgt die Betrachtung von

Maÿen der Konvexität und Rundheit.

Ein Polygon p der Gröÿe n ist durch n Eckpunkte (x1, y1), . . . , (xn, yn) gegeben. Man

de�niert (x0, y0) := (xn, yn). Der Rand des Polygons ist die geschlossene Kurve, die durch

das Verbinden zyklisch aufeinander folgender Punkte durch Geradensegmente entsteht.

Wenn sich die Kantensegmente nicht schneiden, heiÿt das Polygon einfach. Der Rand eines

einfachen Polygons partitioniert die Ebene in zwei Flächen. Die endliche Fläche ist das

Innere des Polygons. Der Umfang (englisch perimeter) P(p) und die Fläche (englisch area)

A(p) eines einfachen Polygons p können wie folgt berechnet werden:

P(p) :=
n∑
i=1

√
(xi−1 − xi)2 + (yi−1 − yi)2 (2.11)

A(p) :=
1
2

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(yi−1 + yi) · (xi−1 − xi)

∣∣∣∣∣ (2.12)

2.3.1 Konvexität

Abbildung 2.9: Ein Polygon und die konvexe Hülle des Polygons.

Die hier vorgestellten Konvexitätsmaÿe sind einer Verö�entlichung von Zunic und Rosin

[30] entnommen. Dort wird ein weiteres Konvexitätsmaÿ vorgestellt, das hier jedoch nicht

adaptiert wird.

Eine Fläche heiÿt konvex, wenn zu jedem Paar von Punkten aus der Fläche auch das

Geradensegment, das die Punkte verbindet, komplett in der Fläche liegt. Die konvexe Hülle

CH(p) eines Polygons p ist die minimale konvexe Fläche, die das Innere des Polygons p

enthält. Ein Algorithmus von Graham und Yao [14] berechnet die konvexe Hülle eines

einfachen Polygons in Linearzeit.
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Die Konvexität eines Polygons kann gemessen werden, indem man Umfang oder Fläche

des Polygons mit dem entsprechenden Maÿ der konvexen Hülle des Polygons in Beziehung

setzt.

AConvex(p) :=
A(p)

A(CH(p))
(2.13)

PConvex(p) :=
P(CH(p))
P(p)

(2.14)

Beide Maÿe liegen im Intervall [0, 1]. Bei AConvex liegt dies darin begründet, dass die

konvexe Hülle die Polygon�äche vollständig enthält. Entsprechend gilt A(p) ≤ A(CH(p)).

Bei PConvex folgt dies aus der Tatsache, dass die konvexe Hülle eines Polygons wieder

ein Polygon ist, das eine Teilmenge der Eckpunkte des ursprünglichen Polygons verwendet.

Die Ordnungsbeziehung ist dann eine direkte Folgerung aus der Dreiecksungleichung, die

besagt, dass die Länge eines direkten Weges kürzer ist als die Länge eines Umweges. Es

gilt P(CH(p)) ≤ P(p). Beide Maÿe nehmen genau für konvexe Polygone den Wert eins an.

2.3.2 Rundheit

Eine einfaches Maÿ für die Rundheit eines Polygons verwendet Umfang und Fläche des

Polygons. Man setzt die Fläche des Polygons p in Beziehung mit der Fläche eines Kreises

PCircle(p), dessen Umfang dem Umfang des Polygons gleicht.

PARound(p) :=
A(p)

A(PCircle(p))
=

4π ·A(p)
P(p)2

(2.15)

Auch dieses Maÿ liegt im Intervall [0, 1], da der Kreis diejenige geometrische Form ist,

bei der ein gegebener Umfang die maximal mögliche Fläche einschlieÿt.

Alternativ ist es möglich, zu einem Polygon p den �ächenminimalen Kreis zu berechnen,

der das gesamte Polygon enthält. Ein entsprechender Algorithmus von Welzl [29] ist in der

Softwarebibliothek CGAL [1] implementiert. Die Fläche des Polygons p kann dann mit der

Fläche dieses Passkreises FitCircle(p) verglichen werden.

CircleFit(p) :=
A(p)

A(FitCircle(p))
(2.16)

Der Wertebereich [0, 1] folgt wieder aus der Teilmengenbeziehung der Flächen.
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Kapitel 3

Der Planare Energie-Optimierer

(PEO)

In diesem Kapitel wird der Planare Energie-Optimierer (PEO) beschrieben, der im Rahmen

dieser Diplomarbeit entwickelt worden ist. Das Verfahren wendet energiebasierte Methoden

auf planare Zeichnungen an.

Abschnitt 3.1 stellt den Algorithmus in seinen Grundzügen vor. Dabei werden grund-

sätzliche Designentscheidungen begründet.

Abschnitt 3.2 befasst sich mit verschiedenen Modulen zur Variation. Dabei steht die

Frage im Vordergrund, wie aus einer bestehenden Zeichnung geringfügig veränderte Nach-

folgezeichnungen generiert werden können, ohne die Gültigkeit der Zeichnung aufzugeben.

Abschnitt 3.3 bereitet die Entwicklung von Energiekomponenten vor: Es werden ver-

schiedene Lagemaÿe und Ähnlichkeitsmaÿe mitsamt einer generischen Notation eingeführt.

Abschnitt 3.4 formalisiert schlieÿlich die Ästhetikkriterien aus Kapitel 2.1.2 durch Ener-

giekomponenten.

Abschnitt 3.5 erweitert das Verfahren, sodass Zeichnungen mit Kreuzungen und Knicken

adaptiert werden können.

3.1 Rahmen und Entwurfsentscheidungen

Der Planare Energie-Optimierer (PEO) ist von dem Verhalten eines �ktiven menschlichen

Probanden inspiriert. Wenn dieser von einer interaktiven Benutzerober�äche mit einer

verzerrten planaren Graphzeichnung konfrontiert wird, wird er oder sie versuchen, durch

wiederholte Anwendung kleiner Änderungen die Qualität der Zeichnung zu verbessern.

Dabei wird vor allem das Bemühen im Vordergrund stehen, die Planarität des Graphen zu

erhalten. In der Praxis lassen sich viele planare Graphzeichnungen durch lokale manuelle

Änderungen noch verbessern. Es ist anzunehmen, dass sich lokale Verbesserungen auch

formalisieren lassen.

19
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Für den Algorithmus ist die De�nition der Gültigkeit zentral:

3.1.1 De�nition (Gültigkeit). Im Kontext einer ursprünglichen planaren Zeichnung mit

gegebener planarer Einbettung heiÿt eine Zeichnung gültig, wenn sie den gleichen Graphen

planar zeichnet und die planare Einbettung der Zeichnung der ursprünglichen Einbettung

entspricht.

Für die weitere Arbeit �xieren wir folgenden Rahmenalgorithmus:

Algorithmus 3.1 Rahmenalgorithmus

Starte mit einer gültigen Zeichnung.

loop

1. Erzeuge durch geringfügige Änderung der aktuellen Zeichnung gültige Nachfolger-

zeichnungen.

2. Bewerte alle Zeichnungen durch eine Energiefunktion.

3. Wähle aus der aktuellen Zeichnung und den Kandidaten eine Zeichnung mit maxi-

malem Energiewert.

end loop

Liefere die aktuelle Zeichnung als Ergebnis.

Es handelt sich um eine lokale Suche, wobei die Invariante der Gültigkeit stets erhalten

bleibt. Im Folgenden sollen einige naheliegende Alternativen aufgezeigt werden, von denen

in dieser Arbeit bewusst Abstand genommen wird.

• Veränderliche Einbettung: Es ist nicht unmittelbar einzusehen, warum die Ein-

bettung der Zeichnung unverändert bleiben soll. Die Anzahl der Einbettungen kann

exponentiell in der Anzahl der Knoten wachsen und die Wahl einer guten Einbettung

ist ein wesentlicher Schlüssel zum Erfolg. Die Fixierung der Einbettung hat zunächst

praktische Vorteile: Teile der Energiefunktion, die auf der Einbettung aufbauen, kön-

nen bei Invarianz e�zient aktualisiert werden und müssen andernfalls gänzlich neu

berechnet werden. Weiterhin erscheint es unwahrscheinlich, dass kleine Änderungen

die Einbettung ändern ohne dabei die Planarität des Graphen zu zerstören. Der

topology-shape-metrics-Ansatz von Batini, Nardelli und Tamassia [5] �xiert die Ein-

bettung ebenfalls im Vorhinein. Ein Algorithmus von Gutwenger und Mutzel [15]

ermittelt eine Einbettung mit maximaler Auÿen�äche unter allen Einbettungen mit

minimaler Verschachtelungstiefe.

• Populationsbasierter Ansatz: Es ist auch denkbar, zu jedem Zeitpunkt eine Po-

pulation verschiedener Zeichnungen zu verwalten. Populationsbasierte Ansätze sind

jedoch nur dann sinnvoll, wenn verschiedene Lösungen unter Verwendung von Re-

kombinationsoperatoren gewinnbringend zu neuen Lösungen vereint werden können.
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Angesichts der harten Einschränkungen, welche durch die Planarität und die festge-

legte Einbettung gegeben sind, erscheint eine sinnvolle und erfolgreiche Rekombina-

tion aussichtslos.

• Simulated Annealing: Ebenso ist es möglich, unter gewissen Umständen eine

schlechtere Lösung zu bevorzugen. Der Einsatz der Suchheuristik Simulated Anne-

aling von Kirkpatrick, Gelatt und Vecchi [20] bietet hier eine Möglichkeit. Diese

Heuristik verringert die Gefahr, in lokalen Optima stecken zu bleiben. Allerdings

sind damit auch längere Optimierzeiten verbunden und die Parametrisierung einer

entsprechenden Methode überstiege Rahmen und Fokus dieser Diplomarbeit.

• Verarbeitung ungültiger Lösungen: Zuletzt ist es möglich, ungültige Lösungen

nicht grundsätzlich zu verwerfen, sondern nur durch einen schlechteren Energiewert

zu bestrafen. Darauf wird verzichtet, da die sinnvolle Berechnung anderer Energie-

komponenten ohne gegebene Gültigkeit unverhältnismäÿig schwierig erscheint. Zu-

dem ist es aus Nutzersicht besser, wenn die Gültigkeit der Ausgabezeichnung garan-

tiert werden kann.

Die nachfolgenden Abschnitte präzisieren den hier vorgestellten Rahmenalgorithmus.

3.2 Module zur Variation

Dieser Abschnitt befasst sich mit der Erzeugung gültiger Nachfolgerzeichnungen aus einer

aktuellen Zeichnung.

Erhaltung der Gültigkeit. Beim Design geeigneter Variationsoperatoren steht die Er-

haltung der Gültigkeit im Vordergrund. Hier können prinzipiell zwei Ansätze verfolgt wer-

den:

• Explizierter Ansatz: Nach der Festlegung, welche Eigenschaften der Zeichnung

grundsätzlich verändert werden sollen (etwa die Position eines bestimmten Knotens),

erfolgt eine explizite Berechnung, welche Nachfolgerzeichnungen gültig sind. Dann

werden einzelne Nachfolger ausgewählt.

• Impliziter Ansatz: Ohne Beachtung der Gültigkeitsanforderungen wird eine Nach-

folgerzeichnung generiert. Diese wird dann auf Gültigkeit getestet und bei Nichter-

füllung verworfen.

Implizite Ansätze überzeugen durch ihre strukturelle Einfachheit, während explizite

Ansätze teilweise mit komplizierten Berechnungen verbunden sind. Bei der Arbeit an dem

Algorithmus hat sich früh herausgestellt, dass gute Nachfolgerzeichnungen oft sehr lokal

sind. Sie unterscheiden sich von den Vorgängerzeichnungen meist nur durch geringfügige
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Änderungen. Explizite Algorithmen fördern demgegenüber oft sehr weit entfernte Nachfol-

gerzeichnungen zu Tage. Im Zuge der Auswahl aus der explizit errechneten Kandidaten-

menge sollten also nahe Positionen bevorzugt werden, was wiederum zu der Frage führt,

warum nicht direkt ein naher Kandidat erzeugt wird.

Zur Variation werden deshalb nur implizite Ansätze verwendet.

Keine eigene Suchrichtung. Es ist ein sinnvolles Ziel, die Variationsoperatoren von der

Energiefunktion zu entkoppeln. Die Variationsoperatoren sollen nicht heuristisches Wissen

über gute Zeichnungen umsetzen � und etwa einen Knoten in die Mitte von zwei ande-

ren Knoten platzieren. Vielmehr sollen sie ohne Vorbehalte verschiedene Veränderungen

anbieten. Die Auswahl geschieht allein durch die Selektion bezüglich der Energiefunktion.

Variationsarten. Es werden zwei Variationsarten eingeführt:

Abschnitt 3.2.1 behandelt die Verschiebung einzelner Knoten.

Abschnitt 3.2.2 behandelt die Blocktransformation.

Die Auswahl der Variationsart erfolgt nach einem einfachen Schema: Sei |V | die Anzahl
der Knoten des Graphen und |B| die Anzahl der Blöcke des Graphen. Mit Wahrscheinlich-

keit |V |/(|V | + |B| − 1) wird eine Knotenverschiebung durchgeführt. Andernfalls erfolgt

eine Blocktransformation.

3.2.1 Verschiebung einzelner Knoten

Bei der Verschiebung einzelner Knoten ist zu klären, welcher Knoten verschoben werden

soll, wie viele neue Positionen generiert werden und wie neue Positionen zu generieren sind.

Diese Fragen werden nachfolgend erörtert.

Knotenauswahl. Der Knoten zur Verschiebung wird zufällig gleichverteilt unter allen

Knoten gewählt. Die folgenden primitiven Strategien sind untersucht worden, haben aber

bei ersten Untersuchungen keinen Vorteil gegenüber der gleichverteilten Auswahl gezeigt:

• Abarbeiten einer zufälligen Reihenfolge der Knoten.

• DFS/BFS-Traversierungen ausgehend von einem zufälligen Knoten.

• Absteigendes/Aufsteigendes Sortieren der Knoten nach ihrem Abstand von einem

zufälligen Knoten (Sweepball).

• Sortieren der Knoten nach dem Skalarprodukt aus der Knotenposition und einer

zufälligen Richtung (Sweepline).

Bedarfsorientierte Strategien gestalten sich schwierig, da sie den Ein�uss eines Knotens

am Wert der Energiefunktion messen müssen. Im Hinblick auf die Vielzahl der Energie-

funktionen, die im Rahmen der Arbeit erforscht werden, wird auf eine bedarfsorientierte
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Strategie verzichtet. So bleibt die oben angesprochene Entkopplung von Energiefunktion

und Variation gewährleistet.

Anzahl der neuen Positionen. Es werden vier neue Positionen erzeugt. Im Falle des

Ausscheidens einzelner Positionen wegen Ungültigkeit werden keine zusätzlichen Positionen

erzeugt.

Generierung neuer Positionen. Die Berechnung einer neuen Position für einen Kno-

ten v geschieht wie folgt:

• Bestimme die durchschnittliche Kantenlänge L der Kanten um v.

• Wähle zufällig gleichverteilt α ∈ [0, 2π], z ∈]0, 1] und n ∈]0, 1].

• Setze D := L · z/n.

• Erhalte die neue Position, indem die Position des Knotens um Distanz D in Richtung

des Winkels α verschoben wird.

Aus Gründen der inneren Abgeschlossenheit erfolgt eine Orientierung an L, der durch-

schnittlichen Kantenlänge um den Knoten. Wegen der Symmetrie in der Auswahl von z und

n gilt für jedes k > 0 der Zusammenhang Pr(D = L · k) = Pr(D = L/k). Auÿerdem zeigt

man leicht, dass für k ≥ 1 der Zusammenhang Pr(D ≥ L · k) = Pr(D ≤ L/k) = 1/(2k)

gilt. D liegt also mit Wahrscheinlichkeit 1/k nicht im Intervall [L/k, L · k]. Entsprechend

werden für D vielfältige Werte generiert. Die Häufung um die durchschnittliche Kanten-

länge scheint mit Blick auf verschiedene Graphzeichnungen vertretbar. Hier wären auch

adaptive Strategien denkbar, die den Wert der Referenzlänge L unter Berücksichtigung

des Variationserfolges anpassen. Diese werden aber im Rahmen dieser Arbeit nicht behan-

delt.

Gültige Verschiebungen. Um zu verdeutlichen, welche Positionen für eine Knotenver-

schiebung in Frage kommen, wird die Idee eines expliziten Berechnungsansatzes an einem

Beispiel skizziert.

Abbildung 3.1(a) zeigt eine Graphzeichnung. Es soll ermittelt werden, welche neuen

Positionen für den schwarzen Knoten in Frage kommen, sodass die Gültigkeit erhalten

bleibt.

Zunächst ist klar, dass die neue Position innerhalb des Polygons liegen muss, das von

den Kanten gebildet wird, die sich ein Gebiet mit dem schwarzen Knoten teilen, aber nicht

den schwarzen Knoten zum Endknoten haben. Dies lässt sich wie folgt begründen: Betrach-

tet man einen beliebigen Nachbarn des schwarzen Knotens, etwa den roten Knoten, so muss

die Kante vom roten zum schwarzen Knoten bei dem roten Knoten in das Polygon hinein-

ragen, da sonst die Einbettung um den roten Knoten verändert würde. Läge eine gültige
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rot

grün

blau

(a) Zeichnung

rot

grün

blau

(b) Gültige Positionen des

schwarzen Knotens

rot

grün

blau

(c) Sichtbarer Bereich ausge-

hend von dem roten Knoten

rot

grün

blau

(d) Sichtbarer Bereich ausge-

hend von dem grünen Knoten

rot

grün

blau

(e) Sichtbarer Bereich ausge-

hend von dem blauen Knoten

Abbildung 3.1: Explizite Beschreibung der gültigen Punktmenge bei der Verschiebung eines ein-

zelnen Knotens: Abbildung (a) zeigt eine beispielhafte Zeichnung. Gültige Positionen des schwarzen

Knotens sind in Abbildung (b) grau hinterlegt. Es handelt sich um den Schnitt der Polygone aus

den Abbildungen (c)-(e). Dies sind sichtbare Positionen ausgehend von dem roten (c), grünen (d)

und blauen (e) Knoten, die Nachbarn des schwarzen Knotens sind. Betrachtet werden nur Posi-

tionen innerhalb des Polygons aus allen Kanten, die sich ein Gebiet mit dem schwarzen Knoten

teilen, aber nicht den schwarzen Knoten als Endknoten haben.

Position auÿerhalb des Polygons, müsste die besagte Kante das Polygon wieder verlassen.

Beim Verlassen entstünde aber eine Kreuzung, was im Widerspruch zur Planarität steht.

Da beim Verschieben des schwarzen Knotens nur die angrenzenden Kanten verschoben

werden, kommen auch nur diese für neue Kreuzungen in Frage. Für eine neue Position

muss gelten, dass für jeden Nachbarn des verschobenen Knotens das Geradensegment vom

Nachbarn zur neuen Position keine Kante schneidet. Anders formuliert heiÿt dies, dass

die neue Position von jedem Nachbarn aus sichtbar sein muss. Die Abbildungen 3.1(c)-(e)

zeigen die Sichtbarkeitseinschränkungen des Polygons für alle Nachbarn.
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Der Schnitt dieser eingeschränkten Polygone, wie er in Abbildung 3.1(b) zu sehen ist,

ist schlieÿlich die gültige Punktmenge.

Der Vollständigkeit halber sei angemerkt, dass sich Änderungen ergeben, falls der Kno-

ten ein Schnittknoten ist oder an die Auÿen�äche angrenzt.

Im Fall eines Schnittknotens bilden die Kanten, die sich ein Gebiet mit dem betrachte-

ten Knoten teilen, kein geschlossenes Polygon. Daher muss eine di�erenziertere Betrachtung

erfolgen.

Die gültige Punktmenge für Knoten an der Auÿen�äche enthält meistens unendlich viele

Punkte. In vielen Situationen, in denen nicht starke Einschränkungen durch Nachbarknoten

dem entgegenstehen, können Knoten auf dem Rand beliebig weit von dem Graphen entfernt

werden, ohne dass die Gültigkeit verletzt wird.

3.2.2 Blocktransformation

(a) (b)

Abbildung 3.2: Blocktransformation am Beispiel einer verschachtelten Zeichnung: Aus Zeichnung

(a) entsteht durch Rotieren und Skalieren verschiedener Knotenpositionen um einen Schnittknoten

die Zeichnung (b).

Eine weitere Variationsart ist die Blocktransformation. Dieser Variationsoperator �n-

det bei Graphen Anwendung, die nicht zweizusammenhängend sind. Insbesondere schlieÿt

dies die Klasse der Bäume mit ein. Abbildung 3.2 zeigt eine Zeichnung vor und nach

Anwendung einer Blocktransformation und vermittelt ein intuitives Verständnis, was die-

se Variationsart leistet. Aus Zeichnung (a) entsteht durch Rotieren und Skalieren einiger

Knotenpositionen um einen Schnittknoten die Zeichnung (b). Nachfolgend wird die Block-

transformation de�niert. Anschlieÿend erfolgt eine Diskussion der Parameterauswahl.

3.2.1 De�nition (Blocktransformation). Zu dem Graphen einer gegebenen Zeichnung

betrachte man einen BC-Baum, der einen Block zur Wurzel hat, dem eine Kante des Auÿen-

gebietes angehört. Zu einem Block B, der nicht Wurzel des BC-Baumes ist, einem Winkel
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α ∈ [−π,+π] und einem Skalierungsfaktor s ∈ R mit s > 0 ist die Blocktransformation

folgendermaÿen de�niert:

Sei c der Schnittknoten, der Elter von B ist. Sei B∗ die Menge aller Blöcke einschlieÿ-

lich B, die im BC-Baum unterhalb von B liegen. Sei E(B∗) die Menge aller Kanten von

Blöcken aus B∗ und schlieÿlich V (B∗) die Menge aller Knoten, die Endknoten mindestens

einer Kante aus E(B∗) sind. Dann wird die Position jedes Knotens v ∈ V (B∗) wie folgt

verändert: Der Richtungsvektor von c nach v wird in Polarkoordinaten umgewandelt. An-

schlieÿend wird α zu dem Winkel addiert und die Länge mit s multipliziert. Die neue

Position von v erhält man durch Addieren des transformierten Vektors auf die Position

von c.

Auswahl des Blocks und der Parameter. Auch hier gestaltet sich eine Bedarfsaus-

wahl schwierig. Der Block B wird deshalb zufällig gleichverteilt aus allen Blöcken des

Graphen ohne die Wurzel des BC-Baumes gewählt.

Für die Parameterauswahl ist zunächst Symmetrie wünschenswert. Um eine Richtung

des Suchoperators zu vermeiden, sollte der Block in gleicher Weise wachsen wie schrumpfen

können. Präziser soll für jeden Wachstumsfaktor x > 0 gelten: Pr(s = x) = Pr(s = 1/x).

Genauso soll bei gegebener Auslenkung eine Drehung mit dem Uhrzeigersinn ebenso wahr-

scheinlich sein wie eine Drehung gegen den Uhrzeigersinn. Präziser soll für jeden Winkel

γ ∈ [0, π] gelten: Pr(α = +γ) = Pr(α = −γ). Zuletzt sollen kleine Änderungen wahr-

scheinlicher sein als groÿe Änderungen.

Insgesamt de�nieren wir

s = U(]0, 1])U({−1,+1})/10 (3.1)

α = U({−1,+1}) · U([0, 1])5 · π (3.2)

Dabei ist U(M) eine Funktion, die ein uniform zufälliges Element aus M liefert. Im

Falle von s wird also aus einer Zufallszahl zwischen 0 und 1 die zehnte Wurzel gezogen, was

eine Annäherung zur 1 bewirkt. Durch den Exponenten −1 oder +1 wird entschieden, ob

der so erhaltene Stauchungsfaktor im Zähler oder Nenner Verwendung �ndet. Im Falle von

α wird die Drehrichtung zufällig entschieden. Die uniforme Auslenkung aus dem Intervall

[0, 1] wird mit fünf potenziert, was eine Annäherung zur 0 bewirkt. Dieser Wert wird mit π

multipliziert, damit der gesamte Winkelbereich abgedeckt ist. Es ist trivial zu sehen, dass

diese Auswahl der Parameter s und α die Forderungen erfüllt.

3.3 Konstrukte zur Aggregation gleichartiger Daten

Im Rahmen des Designs von Energiekomponenten werden immer wieder Konstrukte be-

nötigt, um gleichartige Daten zusammenzuführen. Diese Arbeit verfolgt in dieser Hinsicht
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einen generischen Ansatz. In diesem Abschnitt wird eine Notation für Lagemaÿe und Ähn-

lichkeitsmaÿe eingeführt. Auch grundsätzliche Eigenschaften der Lagemaÿe und Ähnlich-

keitsmaÿe werden de�niert. Es folgt eine Au�istung mathematischer Funktionen, welche

diese Konzepte realisieren. Bei der Entwicklung konkreter Energiekomponenten in Kapitel

3.4 wird dann auf die abstrakte Notation zurückgegri�en. Im Rahmen experimenteller Stu-

dien in Kapitel 5 wird zuletzt die Angemessenheit verschiedener Realisierungen ermittelt.

Dieser Abschnitt ist wesentlich durch die deskriptive Statistik inspiriert. Hier bietet

Ferschl [13] eine gute Einführung. Konkrete Lagemaÿe und die grundsätzlichen Ideen zur

Konstruktion von Ähnlichkeitsmaÿen sind diesem Buch entnommen.

3.3.1 Lagemaÿe

Notation. Sei M eine Menge, Wert : M → R+ eine Funktion, welche den Elementen der

Menge einen Wert zuordnet und Gewicht : M → R+ eine Funktion, welche die Gewichte

von Elementen aus der Menge angibt. Dann schreibe für ein Lagemaÿ:

⊕
m∈M

[Gewicht(m),Wert(m)]

Lagemaÿe sollen die Werte einer Datenreihe zu einem repräsentativen Stellvertreterwert

aus dem Wertebereich R+ zusammenführen. Der Stellvertreterwert muss nicht notwendi-

gerweise Wert eines Elementes sein. Ein Lagemaÿ erfüllt folgende Eigenschaften:

• Beschränkung des Wertebereichs: Das Lagemaÿ liegt stets zwischen dem minimalen

und maximalen Wert eines Elementes.

• Durchlässigkeit gegenüber der Wert-Multiplikation: Multipliziert man den Wert

aller Elemente mit einem gemeinsamen Faktor s, so ist der neue Wert des Lagemaÿes

das Produkt aus dem alten Wert und dem Faktor s.

• Invarianz gegenüber Gewicht-Multiplikation: Multipliziert man das Gewicht aller

Elemente mit einem gemeinsamen Faktor, so bleibt das Lagemaÿ unverändert.

• Monotonie: Bei Veränderung einzelner Funktionswerte verhält sich das Lagemaÿ der

Änderung entsprechend:

� Erhält ein Element einen gröÿeren Wert, so wird das Lagemaÿ dadurch höch-

stens gröÿer. Erhält ein Element einen kleineren Wert, so wird das Lagemaÿ

dadurch höchstens kleiner.

� Erhält ein Element, dessen Wert unterhalb des Lagemaÿes liegt ein gröÿeres

Gewicht, so wird das Lagemaÿ höchstens kleiner. Erhält ein Element, dessen

Wert überhalb des Lagemaÿes liegt ein gröÿeres Gewicht, so wird das Lage-

maÿ höchstens gröÿer. Umgekehrtes gilt bei der Verringerung des Gewichts.



28 KAPITEL 3. DER PLANARE ENERGIE-OPTIMIERER (PEO)

3.3.1.1 Realisierung

Als Realisierungen werden die folgenden bekannten Mittelwerte und Extremwerte vorge-

schlagen:

AM :=ArithmetischesMittel =
∑
m∈M

Wert(m) · Gewicht(m)∑
m∈M Gewicht(m)

(3.3)

GM :=GeometrischesMittel =
∏
m∈M

Wert(m)
Gewicht(m)∑

m∈M Gewicht(m) (3.4)

Min := min
m∈M

Wert(m) (3.5)

Max := max
m∈M

Wert(m) (3.6)

In vielen Fällen werden Qualitätsmaÿzahlen zusammengefügt, deren Wert auf das In-

tervall [0, 1] beschränkt ist und die dem Wert eins möglichst nahe kommen sollen. In diesem

Fall macht es Sinn, die Qualitätsmaÿzahlen als Vektor aufzufassen und den Abstand zum

Einsvektor zu messen. Setzt man diesen Abstand ins Verhältnis zum maximal möglichen

Abstand erhält man wieder einen Wert im Intervall [0, 1]. Dieser kann von eins subtrahiert

werden, um wieder eine Qualitätsmaÿzahl zu erhalten: Geringer Abstand vom Einsvektor

bedeutet hohe Qualität. Generalisiert man diese Überlegungen für beliebige Gewichte und

legt die Lk-Abstandsmetrik zu Grunde, erhält man die nachfolgende Formel für OneDk:

OneDk := 1− k

√∑
m∈M (1−Wert(m))k ·Gewicht(m)∑

m∈M Gewicht(m)
(3.7)

Dieses Maÿ erfüllt die obigen Eigenschaften, jedoch nicht die Durchlässigkeit derWert-

Multiplikation. Je gröÿer der Wert k wird, desto stärker fallen geringe Werte ins Gewicht.

3.3.2 Ähnlichkeitsmaÿe

Notation. Sei M eine Menge, Wert : M → R+ eine Funktion, welche den Elementen der

Menge einen Wert zuordnet und Gewicht : M → R+ eine Funktion, welche die Gewichte

von Elementen aus der Menge angibt. Dann schreibe für ein Ähnlichkeitsmaÿ:

≈
m∈M

[Gewicht(m),Wert(m)]

Falls alle Elemente gleiches Gewicht erhalten, schreibe:

≈
m∈M

Wert(m)
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Ähnlichkeitsmaÿe sollen messen, wie ähnlich sich die Werte der Elemente sind. Die-

se Forderung lässt sich nur schwer durch Eigenschaften beschreiben ohne eine konkrete

Realisierung vorwegzunehmen. Es sollen folgende Eigenschaften erfüllt sein:

• Beschränkung des Wertebereichs: Der Wertebereich ist das Intervall [0, 1]. Der Wert

1 wird genau dann angenommen, wenn sich alle Werte gleichen.

• Invarianz gegenüber Wert-Multiplikation: Multipliziert man alle Werte mit einem

gemeinsamen Faktor s, so bleibt das Ähnlichkeitsmaÿ unverändert.

3.3.2.1 Realisierung

Die einfachste Form der Ähnlichkeitsmaÿe setzt Lagemaÿe in Beziehung, zwischen denen

eine de�nierte Ordnungsbeziehung besteht. Aus Min ≤ AM ≤Max lassen sich die folgen-

den Ähnlichkeitsmaÿe konstruieren:

Min/Max (3.8)

Min/AM (3.9)

AM/Max (3.10)

Diese Maÿe zeichnen sich durch ihre besondere Sensitivität gegenüber Ausreiÿern aus.

Alternativ können Paare von Elementen verglichen werden und die Ähnlichkeitswerte der

Paare zusammengeführt werden. Teilt man zur Bestimmung der Ähnlichkeit den kleineren

durch den gröÿeren Wert und mittelt geometrisch, so ergibt sich auf natürliche Weise die

De�nition von MQ:

PaarGewicht(a, b) := Gewicht(a) ·Gewicht(b)

Quotient(a, b) := min
{
Wert(a)
Wert(b)

,
Wert(b)
Wert(a)

}
MQ := MittlererQuotient := GM

a,b∈M
a6=b

[PaarGewicht(a, b),Quotient(a, b)] (3.11)

Zuletzt kann ein Ähnlichkeitsmaÿ durch Umkehrung aus einem dimensionslosen Streu-

ungsmaÿ gewonnen werden. Solche dimensionslosen Streuungsmaÿe lassen sich konstruie-

ren, indem man ein dimensionsbehaftetes Streuungsmaÿ durch ein Lagemaÿ teilt. Einhei-

ten, die den Werten der Elemente anhaften, �nden dann in Zähler und Nenner Verwendung

und heben sich durch die Division auf.

Nachfolgend soll dies geschehen: Als Streuungsmaÿ wird der mittlere Abstand zwischen

denWerten zweier Elemente verwendet. In den Formeln ist dieser mitMittlereDifferenz

bezeichnet. Als Lagemaÿ �ndet ein spezielles arithmetisches Mittel Anwendung, welches



30 KAPITEL 3. DER PLANARE ENERGIE-OPTIMIERER (PEO)

das Gewicht eines Elementes anhand der Gewichtssumme der Vergleiche, an denen das

Element beteiligt ist, bemisst. Dieser Mittelwert ist mit VergleichsMittel bezeichnet.

Schlieÿlich ergibt sich das Ähnlichkeitsmaÿ MD, dessen Name an die Herleitung durch

MittlereDifferenz erinnern soll:

Abstand(a, b) := |Wert(a)−Wert(b)|

MittlereDifferenz := AM
a,b∈M

a6=b

[PaarGewicht(a, b),Abstand(a, b)] (3.12)

VergleichsGewicht(a) :=
∑
b∈M
a6=b

PaarGewicht(a, b)

VergleichsMittel := AM
a∈M

[VergleichsGewicht(a),Wert(a)]

MD := 1− MittlereDifferenz

2 ·VergleichsMittel
(3.13)

Es handelt sich um ein Ähnlichkeitsmaÿ, da ähnliche Werte geringe Di�erenzen impli-

zieren und eine Annäherung von MD an den Wert eins bewirken.

Man zeigt leicht, dass MittlereDifferenz ≤ 2 · VergleichsMittel gilt, indem

man den Abstand der Paare durch die Summe der verglichenen Elementwerte abschätzt.

Dies wird durch die Positivität der Werte möglich. Durch Umgruppieren der Summanden

erhält man direkt das doppelte VergleichsMittel. Der Wert von MD liegt also im

Interval [0, 1].

Die Invarianz gegenüber Wert-Multiplikation ist gegeben, da sich gemeinsame Fakto-

ren in Zähler und Nenner aufheben.

Damit genügt auch dieses Ähnlichkeitsmaÿ den de�nierten Anforderungen. Bei gleichen

Gewichten entspricht VergleichsMittel exakt AM.

3.3.2.2 E�ziente Berechnung

Die De�nitionen von MQ und MD haben einen konzeptionellen Fokus. Im Hinblick auf

die e�ziente Berechnung ist entscheidend, dass nicht alle Paare von Elementen betrach-

tet werden müssen. Zunächst kann MQ durch Logarithmieren auf MittlereDifferenz

zurückgeführt werden. Man veri�ziert leicht den folgenden Zusammenhang:

logMQ([g1, a1], . . . , [gn, an])

=−MittlereDifferenz([g1, log a1], . . . , [gn, log an]) (3.14)

Zur e�zienten Berechnung von MittlereDifferenz(M) kann M in zwei disjunkte

Teilmengen M1 und M2 zerlegt werden, wobei der Wert jedes Elementes in M1 klei-

ner oder gleich dem Wert jedes Elementes in M2 ist. Dann entstehen drei Klassen von

Elementpaaren über M :
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• Beide Elemente stammen aus M1.

• Beide Elemente stammen aus M2.

• Ein Element stammt aus M1 und eines aus M2.

Für alle Abstände der ersten beiden Klassen kann vereinfachend dieMittlereDifferenz

der Teilmengen M1 und M2 angesetzt werden. Mengenübergreifend wird jedes Element

aus M1 mit jedem Element aus M2 verglichen, wobei wegen der festgelegten Ordnungs-

beziehung stets die Werte der Elemente aus M1 von den Werten der Elemente aus M2

abgezogen werden. Für alle mengenübergreifenden Di�erenzen kann deshalb vereinfachend

AM(M2)−AM(M1) angesetzt werden. Eine detaillierte Betrachtung, die auch die Gewich-

te mit berücksichtigt, liefert schlieÿlich eine Rekursionsformel für MittlereDifferenz,

die man leicht mit vollständiger Induktion veri�ziert.

Es werden folgende Funktionen berechnet:

W(M) =
∑
m∈M

Gewicht(m)

PW(M) =
∑

m1,m2∈M
m1 6=m2

PaarGewicht(m1,m2)

AM(M).

MDiff(M) = MittlereDifferenz(M) (3.15)

Für einelementige Mengen M = {x} mit Gewicht(x) = g und Wert(x) = a gilt:

W([g, a]) =g

PW([g, a]) =0

AM([g, a]) =a

MDiff([g, a]) =0 (3.16)

Sei M = M1 ◦M2 eine Zerlegung der Menge M in zwei Teilmengen M1 und M2, wobei

der Wert jedes Elementes in M1 kleiner oder gleich dem Wert jedes Elementes in M2

ist. Dann gelten folgende Rekursionsformeln:

W(M1 ◦M2) =W(M1) +W(M2)

PW(M1 ◦M2) =PW(M1) + PW(M2) +W(M1) ·W(M2)

AM(M1 ◦M2) =
W(M1)
W(M)

·AM(M1) +
W(M2)
W(M)

·AM(M2)

MDiff(M1 ◦M2) =
PW(M1)
PW(M)

·MDiff(M1) +
PW(M2)
PW(M)

·MDiff(M2)

+
W(M1) ·W(M2)

PW(M)
· (AM(M2)−AM(M1)) (3.17)
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3.4 Komponenten einer Energiefunktion

Schon in Abschnitt 2.1.2 sind Ästhetikkriterien für Graphzeichnungen beleuchtet worden.

Das Zeichnen von Graphen ist eine o�ensichtlich stark mehrkriterielle Optimierungsauf-

gabe. Diese eher qualitativen Optimierungsziele durch mathematische Funktionen zu mo-

dellieren ist Gegenstand dieses Abschnitts. Für ein energiebasiertes Verfahren ist die Ent-

wicklung einer bestmöglichen Energiefunktion ein wesentlicher Schlüssel zum Erfolg.

Abschnitt 3.4.1 de�niert Anforderungen an Energiekomponenten, die dem Entwurf zu

Grunde liegen. In den nachfolgenden Abschnitten werden Energiekomponenten zu verschie-

denen Optimierungszielen aufgeführt.

Abschnitt 3.4.2 beschreibt die Interpretation der Gültigkeit als Energiekomponente.

Abschnitt 3.4.3 de�niert Energiekomponenten zur Optimierung der Form der sichtbaren

Kreise.

Abschnitt 3.4.4 behandelt Energiekomponenten zum Erreichen ähnlicher Kantenlängen.

Abschnitt 3.4.5 führt eine Energiekomponente ein, welche die Separation der Knoten

erfasst.

Abschnitt 3.4.6 de�niert eine Energiekomponente für ähnliche Winkel.

Abschnitt 3.4.7 beschreibt eine Energiekomponente zur Annäherung von Knotenpaar-

distanzen an einen idealen Abstand.

3.4.1 Anforderungen

Bei der Entwicklung der nachstehenden Energiekomponenten werden folgende Anforderun-

gen beachtet:

• Aggregierbarkeit: Da verschiedene Komponenten zu einer Energiefunktion zusam-

mengefügt werden, ist die Vergleichbarkeit verschiedener Komponenten untereinan-

der wichtig. Deshalb werden für alle Komponenten gemeinsame Konventionen zu

Grunde gelegt.

� Dimensionslosigkeit: Auch wenn Maÿzahlen im Rechner nur durch ihren Betrag

repräsentiert sind, soll nicht vergessen werden, dass ihnen prinzipiell eine Einheit

anhaftet. Es ist wenig ratsam Kantenlängen, Winkelgröÿen und die Knickanzahl

zu verrechnen, ohne sie vorher geeignet zu normieren. Energiekomponenten sol-

len daher dimensionslos sein.

� Wertebereich: Der Wertebereich jeder Komponente entspricht dem Intervall

[0, 1]. Dabei erhält eine degenerierte und maximal hässliche Zeichnung den Wert

0. Eine ideale Zeichnung erhält den Wert 1. Es wird maximiert.

• Aussagekraft: Allen Energiekomponenten soll eine verständliche, intuitive Bedeu-

tung anhaften. Nur so kann bei einer späteren Analyse der Verlauf der Energiewerte
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sinnvoll gedeutet werden. Beim Zusammenführen von Energiekomponenten wird zu

Gunsten der Aussagekraft gemittelt statt aufsummiert.

• Innere Abgeschlossenheit und Invarianz gegenüber Ähnlichkeitstransfor-

mationen: Es ist nicht einzusehen, warum sich der Wert einer Energiekomponente

ändern sollte, wenn die gesamte Zeichnung gedreht, verschoben oder skaliert wird.

Auf die Verwendung von Wunschkantenlängen und vergleichbaren Parametern wird

bewusst zu Gunsten der inneren Abgeschlossenheit verzichtet.

• Vergleichbarkeit bei verschiedenen Graphen: Energiekomponenten sollen auch

für unterschiedliche Graphen vergleichbare Ergebnisse liefern und nicht durch graph-

spezi�sche Eigenarten verzerrt werden, die nicht von Interesse sind.

Nachstehend werden die entwickelten Energiekomponenten aufgeführt, die nach Opti-

mierungszielen gruppiert sind.

3.4.2 Gültigkeit

Es ist möglich, die Gültigkeit als Energiekomponente zu formulieren. So kann die Gültigkeit

ebenso wie andere Energiekomponenten automatisch und e�zient aktualisiert werden. Im

Hinblick auf die Erweiterung um Kreuzungen, die in Kapitel 3.5 folgt, ist ein solcher Ansatz

für den Gültigkeitstest anzuraten, da das Mitverschieben von Kreuzungsknoten in Bezug

auf nötig werdende Gültigkeitstests einen Kettene�ekt auslöst.

Die Gültigkeit setzt sich wie folgt zusammen:

• Unveränderte kombinatorische Einbettung: Um jeden Knoten muss die zy-

klische Ordnung der Kanten unverändert bleiben. Dies lässt sich testen, indem die

aktuelle zyklische Ordnung bestimmt und in einem linearen Durchlauf mit der ur-

sprünglichen Ordnung verglichen wird. Es reicht nicht aus, für alle in der ursprüng-

lichen Einbettung zyklisch aufeinander folgenden Kantentripel (e1, e2, e3) zu testen,

ob e2 im Uhrzeigersinn zwischen e1 und e3 liegt. Ein Gegenbeispiel ist die Änderung

der zyklischen Ordnung von (1, 2, 3, 4, 5) zu (1, 4, 2, 5, 3).

• Gleichbleibendes Auÿengebiet: Um die Invarianz des Auÿengebietes zu gewähr-

leisten, kann man sich zu Nutze machen, dass die Orientierung des Auÿengebietes

von der Orientierung der anderen Gebiete abweicht. Berechnet man die durch das ur-

sprüngliche Auÿengebiet umfasste orientierte Fläche, so muss das Vorzeichen negativ

sein.

• Planarität: Zusammen mit der �xierten Einbettung reicht es, für jedes Gebiet die

Kreuzungsfreiheit der Kanten des Gebietes zu veri�zieren.

Die gesamte Energiefunktion wird so gestaltet, dass bei verletzter Gültigkeit der Ener-

giewert null zugewiesen wird.
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3.4.3 Wohlgeformte Kreise

Anders als in bisherigen energiebasierten Verfahren sind bei PEO durch die �xierte Ein-

bettung alle Gebiete bekannt. Dies ermöglicht die explizite Berücksichtigung der Form der

sichtbaren Kreise.

3.4.3.1 Identi�kation der Kreiszyklen

Die sichtbaren Kreise erhält man, wenn man für jeden Gebietszyklus die Kanten nach

Blockzugehörigkeit zusammenfasst. Zweizusammenhängende Gebiete werden dabei kom-

plett als Kreiszyklen übernommen. Bei Gebieten, in deren Inneres Blöcke eingebettet sind,

�ndet eine Zerteilung statt. Gleiches geschieht mit dem Auÿengebiet, falls dieses aus meh-

reren Blöcken besteht. Algorithmus 3.2 realisiert die Zerteilung eines Gebietszyklus in

Kreiszyklen in Linearzeit.

Algorithmus 3.2 Zerteilung eines Gebietes in Kreiszyklen
Eingabe: Gebietszyklus [v0, . . . , vn] mit v0 = vn

Ausgabe: Menge der Kreiszyklen CB inklusive Brücken

CB ← ∅
Stack S← [ ]

for i = 0, . . . , n do

inS[vi]← false

end for

for i = 0, . . . , n do

if inS[vi] = true then

// Kreiszyklus bis zum Schnittknoten vi vom Stack entfernen

Queue Q← [vi]

repeat

v ← S.pop()

inS[v]← false

Q.put(v)

until v = vi

CB ← CB ∪ {Q}
end if

// Knoten auf dem Stack sammeln

S.push(vi)

inS[vi]← true

end for

return CB
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Dazu werden die Knoten des Gebietszyklus auf einem Stack S gesammelt. Wird ein

Knoten mehrfach besucht, handelt es sich um einen Schnittknoten. In diesem Fall wird

S bis zum vorherigen Vorkommen des Schnittknotens geleert und die entfernten Knoten

werden als neuer Kreiszyklus hinzugefügt. Man veri�ziert leicht, dass es sich um einen

einfachen Kreis handelt, da der Stack jeden Knoten höchstens einmal enthält und auf-

einanderfolgende Knoten miteinander verbunden sind. Da Kreise zweizusammenhängend

sind, handelt es sich um Knoten eines Blocks. Weil bei dem Gebietszyklus erster und letz-

ter Knoten übereinstimmen, wird zuletzt der verbleibende Kreiszyklus hinzugefügt. Die

gefundenen Zyklen sind maximal, da ein Gebietszyklus nicht zwei Kreise eines Blocks ent-

halten kann. Deshalb berechnet Algorithmus 3.2 genau die Zerteilung eines Gebietes in

Kreiszyklen.

v0

v1v2

v3

v4

v5

v8

v10

v11

v12

v13

v15

v17

v18

6

6

2

1

1

1

23
3

6

5

4

4

4

5

5

6

6

6

Abbildung 3.3: Beispiel zur Identi�kation der sichtbaren Kreise bei nicht-

zweizusammenhängenden Gebieten: Die Nummerierung der Kanten zeigt die Aufteilung des

groÿen Gebietes in Kreiszyklen.

Abbildung 3.3 zeigt ein Gebiet, in das mehrere Blöcke eingebettet sind. Der Zyklus des

Gebietes ist (v0, v1, v2, v3, v4, v5, v3, v2, v8, v2, v10, v11, v12, v13, v11, v15, v10, v17, v18, v0). Zer-

teilt man diesen Zyklus mit Algorithmus 3.2, so erhält man sechs Kreiszyklen. Die Kanten

in Abbildung 3.3 sind mit der Nummer des Zyklus der Kante markiert. Die Nummerierung

gibt die Reihenfolge des Au�ndens wider. Die Zyklen sind 1 : (v3, v4, v5, v3); 2 : (v2, v3, v2);

3 : (v2, v8, v2); 4 : (v11, v12, v13, v11); 5 : (v10, v11, v15, v10) und 6 : (v0, v1, v2, v10, v17, v18, v0).

Die Zyklen 2 und 3 sind Brücken.

3.4.3.2 Wünschenswerte Eigenschaften einzelner Kreise

Wünschenswerte Eigenschaften einzelner Kreise lassen sich an Abbildung 3.4 verdeutli-

chen. Ein reguläres Polygon, wie es in Abbildung (a) gezeigt ist, wird als wohlgeformt

wahrgenommen. Es zeichnet sich durch uniforme Kantenlängen und uniforme Innenwinkel
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(a) (b)

Abbildung 3.4: Gegenüberstellung eines regulären Polygons (a) mit einem konkaven, länglichen

Polygon mit gleicher Knotenzahl (b).

aus. Alle Knoten und Kanten sind gut separiert. Zudem ist es konvex und rundlich. Dies

äuÿert sich darin, dass der Fläche des Polygons ein minimaler Umfang gegenübersteht.

Bei dem Polygon in Abbildung (b) sind all diese Eigenschaften verletzt. Insbesondere ist

es konkav und länglich. Die Fläche steht eher in linearem statt quadratischem Verhältnis

zum Umfang.

3.4.3.3 De�nition der Energiekomponenten

Um derartige Formeigenschaften für die Kreise zu realisieren, werden die in Kapitel 2.3

angeführten Formmaÿe auf die einfachen Polygone angewendet, die entstehen, wenn man

die Kreiszyklen bei einer gegebenen Zeichnung abläuft. Da sich die Form von Brücken

nicht optimieren lässt, bleiben diese auÿen vor. Sei C die Menge der Kreise ohne Brücken.

Weiterhin bezeichne poly(c) das Polygon von c ∈ C zu einer gegebenen Zeichnung und

E(c) die Menge der Kanten, die einem Kreis c ∈ C zugeordnet sind. Die Formmaÿe der

Kreise werden gemäÿ der Anzahl der Kanten der Kreise gewichtet.

Konvexität. Für die Konvexität de�nieren wir folgende Energiekomponenten:

CPConvex⊕ := ⊕
c∈C

[|E(c)|,PConvex(poly(c))] (3.18)

CAConvex⊕ := ⊕
c∈C

[|E(c)|,AConvex(poly(c))] (3.19)

Rundheit. Für die Rundheit de�nieren wir folgende Energiekomponenten:

CRound⊕ := ⊕
c∈C

[|E(c)|,PARound(poly(c))] (3.20)

CCircleFit⊕ := ⊕
c∈C

[|E(c)|,CircleFit(poly(c))] (3.21)
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3.4.4 Ähnliche Kantenlängen

Ebenso ist es wünschenswert, dass alle Kanten in etwa die gleiche Länge erhalten. Eine

Ideallänge wird aus Gründen der inneren Abgeschlossenheit nicht vorgegeben. Stattdessen

wird gefordert, dass die Kantenlängen sich untereinander ähneln sollen.

Weiterer Spielraum ergibt sich bei der Gruppierung: Es ist möglich, ein einziges Kon-

strukt auf alle Kanten anzuwenden. Alternativ kann man die Kanten in Gruppen zusam-

menfassen und dann für jede Gruppe die Ähnlichkeit fordern. Solche Gruppen sind: Die

Kanten E(v) um einen Knoten v ∈ V , die Kanten E(f) entlang eines Gebietes f ∈ F

oder die Kanten E(c) entlang eines Kreises c ∈ C. Da jede Kante zu zwei Knoten inzident

ist und bis zu zwei Gebiete begrenzt, ist anzunehmen, dass sich eine solche gruppierte

Ähnlichkeit auch global auswirkt.

Für eine Kante e = (u, v) bezeichne L(e) = d(u, v) die euklidische Länge der Kante e.

Bei gruppierten Konstrukten werden die Gewichte gemäÿ der Anzahl der Kanten in der

Gruppe gewählt. Wir schreiben ELSim für edge length similarity und de�nieren

ELSim≈ := ≈
e∈E

L(e) (3.22)

VELSim⊕,≈ := ⊕
v∈V

[
|E(v)|, ≈

e∈E(v)
L(e)

]
(3.23)

FELSim⊕,≈ := ⊕
f∈F

[
|E(f)|, ≈

e∈E(f)
L(e)

]
(3.24)

CELSim⊕,≈ := ⊕
c∈C

[
|E(c)|, ≈

e∈E(c)
L(e)

]
(3.25)

Ergänzend zur gruppierten Ähnlichkeit kann eine gerechte Verteilung der Kantenlän-

gensumme auf die Gruppen gefordert werden. Dies entspricht der Forderung, dass die

durchschnittliche Kantenlänge in jeder Gruppe gleich sein soll. Am Beispiel der Kreise lässt

sich diese Forderung äquivalent umformulieren: Der Umfang eines Kreises soll proportional

zur Anzahl der Kanten des Kreises sein. Dabei ist zu beachten, dass diese Forderung noch

keine Gleichverteilung der Kantenlängen innerhalb des Kreises impliziert. Gruppen erhal-

ten wieder das Gewicht der darin enthaltenen Kanten. Bei der Gruppierung nach Kreisen

sind nun erstmals auch die Brücken mit zu berücksichtigen. Sei also CB die Menge der

Kreise inklusive der Brücken. Wir de�nieren:

VELFairness≈ := ≈
v∈V

[
|E(v)|, AM

e∈E(v)
L(e)

]
(3.26)

FELFairness≈ := ≈
f∈F

[
|E(f)|, AM

e∈E(f)
L(e)

]
(3.27)

CELFairness≈ := ≈
c∈CB

[
|E(c)|, AM

e∈E(c)
L(e)

]
(3.28)
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3.4.5 Separation

Abbildung 3.5: Schlechte Knoten/Kanten-Separation trotz guter Knoten/Knoten-Separation.

Ziel der Separation ist es, starke Annäherung zwischen Objekten der Zeichnung zu

verhindern. Bei schlechter Separation wirkt die Zeichnung gedrungen. Da Knoten mit ei-

ner gewissen Ausdehnung gezeichnet werden, kann es zu Überlappungen kommen. Dies

erzeugt Missverständnisse darüber, welche Knoten miteinander verbunden sind. In der Li-

teratur werden vor allem Knoten/Knoten-Separation (im Folgenden: V/V -Separation) und

Knoten/Kanten-Separation (im Folgenden: V/E-Separation) diskutiert.

Gute V/E-Separation impliziert gute V/V -Separation: Wenn sich zwei Knoten u und v

zu nahe sind, liegt u auch nah an den Kanten von v. Umgekehrt gilt die Implikation nicht

� Abbildung 3.5 zeigt schlechte V/E-Separation bei gegebener V/V -Separation.

V/E-Separation ist im allgemeinen Fall mit höherer Rechenzeit verbunden: Da ein

Graph Ω(|V |2) Kanten haben kann, kann der Aufwand, alle V/E-Paare zu betrachten

Ω(|V |3) betragen. Bei planaren Graphen gilt der Zusammenhang |E| ≤ 3 · |V | − 6 und der

Mehraufwand von V/E-Separation kann vernachlässigt werden.

v

Abbildung 3.6: Beispiel zur Berechnung von VFreedom(v): Der kleine Kreisradius ent-

spricht FreiKreisRadius(v), der groÿe Kreisradius entspricht MittlereKantenLänge(v).
VFreedom(v) ist schlieÿlich das Verhältnis dieser Radien.

Wir de�nieren nun eine Energiekomponente VFreedom⊕, die den Anforderungen an

Energiekomponenten gerecht wird und ausdrückt, wie viel Freiraum die Knoten haben.

Dazu bezeichne FreiKreisRadius(v) den Radius eines gröÿten Kreises um die Position

von v, der keine Knoten und Kanten enthält auÿer v und die Kanten um v. Alterna-

tiv lässt sich dieser Radius als Abstand von v zu dem nächsten Objekt charakterisieren.

Dieser Radius wird nun ins Verhältnis zur durchschnittlichen Kantenlänge um v gesetzt.

Da FreiKreisRadius(v) nicht gröÿer ist als die Länge einer kürzesten Kante um v, hat

das so de�nierte Maÿ den Wertebereich [0, 1]. Kommt ein Objekt einem Knoten näher als

seine durchschnittliche Kantenlänge, so spiegelt sich das in einem geringeren Quotienten
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wider. Auch Nachbarknoten, die dem Knoten näher sind als die durchschnittliche Kan-

tenlänge, werden wirksam bestraft. VFreedom⊕ bündelt schlieÿlich diese Quotienten für

alle Knoten, wobei jeder Knoten mit dem Gewicht seines Grades ein�ieÿt. Abbildung 3.6

verdeutlicht diese De�nition an einem Beispiel. Nachfolgend werden diese Überlegungen in

Formeln zusammengefasst:

FreiKreisRadius(v) := min
{

min
u∈V \{v}

d(u, v), min
e∈E\E(v)

d(e, v)
}

(3.29)

MittlereKantenLänge(v) := AM
e∈E(v)

L(e) (3.30)

VFreedom(v) :=
FreiKreisRadius(v)

MittlereKantenLänge(v)
(3.31)

VFreedom⊕ := ⊕
v∈V

[|E(v)|,VFreedom(v)] (3.32)

Zur Berechnung von FreiKreisRadius(v) reicht es aus, alle Knoten VF (v) und Kanten

EF (v) zu betrachten, die sich mit v einen gemeinsamen Gebietszyklus teilen. Der Knoten

v und die Kanten E(v) um v �ieÿen nicht mit ein. Es gilt die folgende Gleichung:

FreiKreisRadius(v) = min
{

min
u∈VF (v)\{v}

d(u, v), min
e∈EF (v)\E(v)

d(e, v)
}

(3.33)

3.4.6 Ähnliche Winkel

α1α2

α3
α4

α5
v

A(v) = {α1, α2, α3, α4, α5}

Abbildung 3.7: Winkel um einen Knoten.

Ähnliche Winkel um die Knoten des Graphen sind wünschenswert. Besonders kleine

Winkel wirken störend. Zu einem Knoten v bezeichne A(v) die Menge der Winkel zwischen

Kanten, die in der zyklischen Reihenfolge der Kanten um v direkt benachbart sind. Diese

De�nition wird in Abbildung 3.7 illustriert. Wir wählen das Gewicht eines Knotens gemäÿ

der Anzahl seiner umliegenden Kanten und de�nieren
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VAngleSim⊕,≈ := ⊕
v∈V

grad(v)≥2

[
|E(v)|, ≈

α∈A(v)
α

]
(3.34)

3.4.7 Idealer Knotenabstand

d(u, v) = 3 · L(u, v)

u

v

Abbildung 3.8: Verdeutlichung der Komponente IdealDistance≈: Die Wunschkantenlänge

L(u, v) eines Paares ergibt sich aus dem Quotienten von der Distanz in der Zeichnung und der

Länge eines kürzesten Pfades zwischen den Knoten.

Die Energiefunktion von Kamada und Kawai [19], deren Verfahren in Kapitel 2.2.2.2

erläutert wird, bewirkt die Annäherung von Knotendistanzen an die Länge eines kürzesten

Pfades zwischen den Knoten.

In diesem Kapitel wird eine Energiekomponente entwickelt, welche die Grundidee von

Kamada und Kawai konserviert und gleichzeitig die zuvor de�nierten Anforderungen er-

füllt. Im Sinne der inneren Abgeschlossenheit wird auf eine Wunschkantenlänge L verzich-

tet. Die Annäherung der Abstände zwischen Knotenpaaren an ihren Idealabstand wird als

Ähnlichkeitsproblem formuliert und so auf den Wertebereich [0, 1] abgebildet. So wird der

Wert der Energiefunktion anschaulich interpretierbar und es wird möglich, die Komponen-

te mit anderen Energiekomponenten zu verrechnen. Sei D(u, v) die Länge eines kürzesten

Pfades von u nach v. Wir de�nieren

IdealDistance≈ := ≈
u,v∈V
u6=v

 1
D(u, v)︸ ︷︷ ︸
g(u,v)

,
d(u, v)
D(u, v)︸ ︷︷ ︸
L(u,v)

 (3.35)

Für ein gegebenes Knotenpaar (u, v) wird also eine Wunschkantenlänge L(u, v) errech-

net, welche die Gleichung L(u, v) ·D(u, v) = d(u, v) erfüllt. Abbildung 3.8 veranschaulicht

dies am Beispiel eines Knotenpaares mit Abstand drei. Wenn nun tatsächlich im Sinne

von Kamada und Kawai ein proportionaler Zusammenhang zwischen dem Knotenpaarab-

stand und der Länge eines kürzesten Pfades zwischen den Knoten besteht, nähern sich



3.5. ERWEITERUNGEN FÜR KREUZUNGEN UND KNICKE 41

die L(u, v)-Werte aller Paare einem gemeinsamen Wert an. Also ist das Ähnlichkeitsmaÿ

der L(u, v)-Werte ein Indikator dafür, inwieweit ein gemeinsamer Proportionalitätsfaktor

existiert. Dabei erhält das Knotenpaar das gleiche Gewicht g(u, v) = 1/D(u, v) wie schon

in der Originalfunktion, sodass Knotenpaare, die im Graphen weit entfernt sind, nur mit

geringem Gewicht eingehen.

3.5 Erweiterungen für Kreuzungen und Knicke

In diesem Abschnitt wird das Verfahren um die Funktionalität erweitert, Zeichnungen mit

Kreuzungen und Knicken zu adaptieren. Die Erweiterung um Kreuzungen ist besonders

deshalb relevant, weil in der Praxis selbst dünne Graphen mit wenigen Kanten oft nicht pla-

nar sind. Die Erweiterung um Knicke erö�net die Möglichkeit der Adaption von Verfahren,

die Polygonlinienzeichnungen erzeugen.

Abschnitt 3.5.1 beschreibt die Erweiterung des Verfahrens um Kreuzungen.

Abschnitt 3.5.2 beschreibt die Erweiterung des Verfahrens um Knicke.

3.5.1 Kreuzungen

(a) (b)

Abbildung 3.9: Planarisierung durch Einfügen von Kreuzungsknoten: Beim Ö�nen einer Zeich-

nung mit Kreuzungen (a) werden neue Kreuzungsknoten auf die Positionen der Kreuzungen gesetzt

und die Kanten an den Kreuzungsknoten unterbrochen. Die planarisierte Zeichnung (b) ist kreu-

zungsfrei.

Zur Adaption von Zeichnungen mit Kreuzungen erfolgt eine Planarisierung. An den Po-

sitionen der Kreuzungen werden neue Kreuzungsknoten eingefügt. Die kreuzenden Kanten

werden an dem Kreuzungsknoten unterbrochen und mit dem Kreuzungsknoten verbunden.

Abbildung 3.9 verdeutlicht diesen Vorgang am Beispiel einer Zeichnung mit zwei Kreuzun-

gen. Die grundsätzliche Idee einer solchen Planarisierung geht auf Tamassia, Di Battista

und Batini [26] zurück.

3.5.1.1 Auswirkungen auf Energiekomponenten

Die oben vorgestellten Energiekomponenten lassen sich unverändert auf planarisierte Gra-

phen anwenden. So ist es gut, wenn sich die Energiekomponenten zur Bewertung von
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Kreisformen aus Kapitel 3.4.3 auf die sichtbaren Kreise beziehen, die durch die Struktur

des Graphen und durch die Zerteilung der Ebene durch die Kantenkreuzungen entstehen.

Abbildung 3.10: Kantenlängenähnlichkeit bei planarisierten Graphen: Wendet man Konstrukte

für ähnliche Kantenlängen auf Graphen mit Kreuzungsknoten an, so �ieÿt die Anzahl der Kreu-

zungen in die angestrebte Länge der Originalkanten mit ein.

Eine bemerkenswerte Änderung der Wirkungsweise ergibt sich bei den Konstrukten

für gleichmäÿige Kantenlängen aus Kapitel 3.4.4. Eine Originalkante, die k mal gekreuzt

wird, zerfällt in k + 1 Kreuzungskanten. Wenn nun ein Konstrukt die Annäherungen aller

Kantenlängen bewirkt, �ieÿt für die Länge der Originalkante der Faktor k + 1 mit ein.

Abbildung 3.10 verdeutlicht dies: Hier haben alle Kreuzungssegmente die gleiche Länge

und die besagte Wirkung auf die Originalkantenlänge wird deutlich.

Dieser E�ekt ist ambivalent einzuordnen. Einerseits kann es zu Verwirrungen führen,

wenn Abstände zu Kreuzungen ebenso groÿ sind wie Abstände zu echten Knoten. Dies

suggeriert möglicherweise die Existens eines Knotens auf der Kreuzung. Der gröÿere Ab-

stand zwischen Start- und Zielknoten macht es noch schwieriger, die Kante zu verfolgen.

Anderseits ist es unrealistisch, eine mehrfach gekreuzte Kante mit unveränderter Kan-

tenlänge zeichnen zu wollen und man kann argumentieren, dass die durch die Kreuzung

entstehende Verwirrung wohl eher der Kreuzung an sich anzulasten ist. Die Verlängerung

der Kanten durch die Kreuzungen ist also ein Vorteil gegenüber anderen Verfahren, die

Kantenkreuzungen nicht berücksichtigen und die Kantenlängen unverändert beibehalten.

3.5.1.2 Begradigung um Kreuzungsknoten

Abbildung 3.11: Ohne Begradigung sind unübersichtliche Knicke in den Kreuzungsknoten nicht

ausgeschlossen: Ohne die farbliche Markierung ist es bei kurzem Hinschauen nicht möglich, die

verbundenen Knotenpaare zu identi�zieren.
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Eine neue Herausforderung stellt die Begradigung der Winkel um Kreuzungsknoten dar.

Die eigene Position des Kreuzungsknotens bedeutet zunächst einmal einen Knick für die

zwei beteiligten Originalkanten. Nur wenn die Kantenpaare, die zur selben Originalkante

gehören, in genau entgegengesetzter Richtung von dem Kreuzungsknoten ausstreben, ist

die Geradlinigkeit der Zeichnung gewahrt. Andernfalls kann die Nachvollziehbarzeit der

Zeichnung gefährdet sein, wie Abbildung 3.11 zeigt.

Begradigung in anderen Verfahren. Bekannte geradlinig planare Zeichenverfahren

setzen keine Form der Begradigung um. Hier kann lediglich die zyklische Reihenfolge der

Kanten um Kreuzungsknoten vorgegeben werden. Dies führt zu unlesbaren Zeichnungen.

Orthogonale Verfahren lösen das Problem durch ihre Zeichenkonventionen. Hier können

Kanten nur horizontal oder vertikal verlaufen. Da zudem noch die Einbettung des Kreu-

zungsknotens vorgegeben werden kann, ist die Begradigung gewährleistet: Eine Original-

kante verläuft horizontal, die andere vertikal. Da orthogonale Verfahren Knicke verwenden,

bedeutet dies aber unmittelbar die Aufgabe der Geradlinigkeit.

In dieser Arbeit wird die Begradigung durch zwei Ansätze erwirkt: Harte Begradigung

durch die Variation und weiche Begradigung durch die Energiefunktion.

(a) Vor der Verschiebung (b) Nach der Verschiebung

Abbildung 3.12: Harte Begradigung von Kreuzungsknoten: Beim Verschieben der Endknoten

wandern die Kreuzungsknoten mit.

Harte Begradigung durch die Variation. Bei der harten Begradigung wird die Positi-

on von Kreuzungsknoten nicht als frei verschiebbar angesehen. Stattdessen wird der Knoten

stets auf die Position gesetzt, an der sich die Originalkanten kreuzen würden (Vergleich Ab-

bildung 3.12). Wenn also vk ein Kreuzungsknoten ist, der durch eine Kantenkreuzung der

Originalkanten (a1, a2) und (b1, b2) entstanden ist, so wird vk verschoben, sobald a1, a2, b1

oder b2 bewegt werden. Kreuzen sich die Kanten nach der Verschiebung nicht mehr, gilt

die Zeichnung als ungültig. Die Anpassung der Positionen von Kreuzungsknoten bewirkt

einen Kettene�ekt bei der Auswertung der Gültigkeit und der Energiekomponenten. Eine

Verschiebung kann nur dann als gültig betrachtet werden, wenn auch die Positionen der

Kreuzungsknoten angepasst werden können, ohne etwa neue Kreuzungen zu generieren.
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Es ist leicht einzusehen, dass Variationsoperatoren, die die Begradigung der Kreuzungs-

knoten explizit sicherstellen, das Verfahren mit der Invarianten stets begradigter Kreu-

zungsknoten ausstatten. Der erfolgreiche Einsatz der harten Begradigung setzt aber auch

eine initiale Zeichnung voraus, bei der die Kreuzungen begradigt sind.

Weiche Begradigung durch die Energiefunktion. Die weiche Begradigung begegnet

dem Problem durch eine zusätzliche Komponente in der Energiefunktion. Die Position des

Kreuzungsknotens ist frei verschiebbar. Der Knoten wird bei der Verschiebung einzelner

Knoten mit berücksichtigt. So wird die Begradigung zwar nicht exakt erreicht, weil andere

Optimierungsziele dem entgegenstehen. Dennoch kann der Knickwinkel verkleinert werden,

sodass der Kantenverlauf nachvollziehbar bleibt.

β1
β2

β3

v

α1(v) = β1 + β2 und α2(v) = β2 + β3

Abbildung 3.13: Winkel zur weichen Begradigung um Kreuzungsknoten.

Sei Vk die Menge der Kreuzungsknoten. Für einen Knoten v ∈ Vk seien α1(v) und α2(v)

die Winkel um den Knoten v zwischen den Kreuzungskanten, die zu gleichen Originalkanten

gehören. Abbildung 3.13 verdeutlicht diese De�nition. Dann de�nieren wir

StraightCross⊕ := ⊕
v∈Vk

i∈{1,2}

[
1,

min{αi(v), 2π − αi(v)}
π

]
(3.36)

Die De�nitionen von α1(v) und α2(v) sind nicht eindeutig. Alle denkbaren Kombina-

tionen führen aber zur gleichen De�nition von StraightCross⊕.

3.5.2 Knicke

Eine weitere Möglichkeit, das Verfahren zu generalisieren, ist die Erlaubnis von Kanten-

knicken. Diese Erweiterung erhält besonders vor dem Hintergrund harter Kreuzungsbegra-

digung ihren Reiz: Da orthogonale Verfahren Zeichnungen mit begradigten Kreuzungskno-

ten liefern, die allerdings Knicke enthalten, ist das Verfahren nach der Erweiterung um

Knicke in der Lage, diese Zeichnungen zu adaptieren und bezüglich anderer Kriterien zu

optimieren.
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3.5.2.1 Auswirkungen auf die Variation

Genau wie normale Knoten und Kreuzungsknoten � im Fall von weicher Begradigung �

können auch Knicke verschoben werden. Dementsprechend werden sie bei der Verschiebung

einzelner Knoten als Knickknoten mit berücksichtigt.

Bei harter Begradigung von Kreuzungsknoten ist zu beachten, dass die Positionen der

Kreuzungsknoten nun möglicherweise von den Positionen von Knicken abhängen und nicht

unbedingt von den Positionen normaler Knoten. Für die Ausrichtung der Kreuzungsknoten

sind diejenigen normalen Knoten oder Knicke heranzuziehen, die von dem Kreuzungskno-

ten aus als erste erreicht werden, wenn man Kreuzungen überspringt.

3.5.2.2 Anpassung der Energiekomponenten

Die Auswirkungen von Knicken auf Energiekomponenten gestalten sich höchst unterschied-

lich. Die nachfolgende Aufzählung beschreibt Neude�nitionen der Energiekomponenten bei

Zeichnungen mit Knicken.

• Die Energiekomponenten zu wohlgeformten Kreisen aus Abschnitt 3.4.3 basieren auf

den Polygonen der Kreiszyklen. Hier ist es zweckmäÿig, dass die Knicke als neue

Eckpunkte der Polygone berücksichtigt werden.

• Die Kantenlängen geknickter Kanten sind im Zusammenhang der ähnlichen Kanten-

längen aus Abschnitt 3.4.4 als Summe der Knicksegmentlängen umzude�nieren.

• Bei der De�nition der Separationskomponente VFreedom⊕ in Abschnitt 3.4.5 wer-

den zum einen Abstände verwendet und zum anderen Kantenlängen.

Der minimale Abstand zu geknickten Kanten lässt sich konsistent umde�nieren als

Abstand zu dem Knicksegment mit der geringsten Distanz.

Für die Kantenlängen ist es zweckmäÿig, die Summe der Knicksegmentlängen zu

verwenden.

Um auch Knicke gut zu separieren, werden Knicke wie Knoten behandelt und in dem

Lagemaÿ von VFreedom⊕ mit aggregiert.

• Die Winkel aus Abschnitt 3.4.6 werden angepasst, sodass die Winkel zwischen den

Knicksegmenten verwendet werden, die direkt an den Knoten liegen.

Die Winkel um Knickknoten sollen ebenfalls ähnlich sein. Darum werden die Knick-

knoten in die Knotenmenge aus der De�nition von VAngleSim⊕,≈ mit eingeschlos-

sen.

Es ist auch wünschenswert, die Ähnlichkeit der Winkel um die Knicke unabhängig

von anderen Winkeln angleichen zu können. Sei VB die Menge der Knickknoten.

Zu einem Knickknoten v bezeichne A(v) die Menge der beiden Winkel zwischen
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den Knicksegmenten, die von dem Knickknoten auslaufen. Wir de�nieren analog zu

VAngleSim⊕,≈ eine Winkelähnlichkeitskomponente BendAngleSim⊕,≈ für Knick-

knoten:

BendAngleSim⊕,≈ := ⊕
v∈VB

[
1, ≈
α∈A(v)

α

]
(3.37)

• Bei der Komponente IdealDistance≈ aus Abschnitt 3.4.7 werden Knicke wie Kno-

ten berücksichtigt. Die Länge der Originalkanten � eins � wird in gleichen Teilen auf

die Knicksegmente aufgeteilt. Sei e = (v0, vk+1) eine Kante mit k Knicken [v1, . . . , vk],

dann ist für alle 0 ≤ i, j ≤ k + 1 die Länge eines kürzesten Pfades von vi nach vj

durch |j − i|/(k + 1) gegeben.

3.5.2.3 Dynamische Knickentfernung

Im Zusammenhang mit einer Erweiterung um Knicke ist der dynamische Aspekt besonders

interessant. Die Entfernung von Knicken wird in diesem Abschnitt als Variation eingeführt

und in Abschnitt 5.3.3 exemplarisch evaluiert.

Modi�zierte Auswahl der Variationsart. Sei V die Menge aller verschiebbaren Kno-

ten inklusive Knicke. Sei B die Menge aller Blöcke. Sei VB die Menge aller Knicke. Beim

Heranziehen von Knickentfernung als Variation wird die Auswahl der Variationsart wie

folgt modi�ziert: Mit Wahrscheinlichkeit |VB|/(|VB|+ 5 · (|V |+ |B| − 1)) wähle Knickent-

fernung als Variation. Andernfalls wähle wie bisher.

Knickentfernung. Zur Knickentfernung wähle uniform zufällig einen Knick v ∈ VB.

Platziere den Knick auf eine zufällige Position des Geradensegmentes, das die beiden Nach-

barknoten � oder Nachbarknicke � des Knicks verbindet. Wenn die Verschiebung gültig ist,

ist der Knick begradigt und wird unabhängig von dem neuen Energiewert entfernt. An-

dernfalls wird die Verschiebung rückgängig gemacht.



Kapitel 4

Realisierung

Dieses Kapitel thematisiert die Realisierung des Planaren Energie-Optimierers. Die Imple-

mentierung, die im Rahmen dieser Diplomarbeit entstanden ist, verwendet die Program-

miersprache C++.

Abschnitt 4.1 nennt Softwarebibliotheken, die bei der Implementierung genutzt werden.

Abschnitt 4.2 thematisiert die e�ziente Aktualisierung von Energiewerten, da dies

Kernpunkt einer e�zienten Implementierung ist.

Abschnitt 4.3 geht auf Implementierungsdetails zum Verfahren von Bertault ein.

4.1 Verwendete Softwarebibliotheken

Im Rahmen der Implementierung werden folgende Softwarebibliotheken verwendet:

• Open Graph Drawing Framework (OGDF) [3]: Das Open Graph Drawing

Framework (OGDF) ist eine freie Softwarebibliothek zum Zeichnen von Graphen.

Es liefert Datenstrukturen zur Repräsentation, Traversierung und Manipulation von

Graphen und ihren Zeichnungen. Desweiteren ist eine Vielzahl von Verfahren zum

Zeichnen von Graphen verfügbar. Geradlinig planare Zeichnungen, die in Kapitel 5

als initiale Zeichnungen verwendet werden, werden durch die Klassen PlanarStraight-

Layout und PlanarDrawLayout erzeugt.

• Computational Geometry Algorithms Library (CGAL) [1]: Die Computatio-

nal Geometry Algorithms Library (CGAL) liefert Datenstrukturen und Algorithmen

für geometrische Berechnungen. Die Implementierung verwendet die Konzepte zur

Repräsentation primitiver geometrischer Objekte. Zudem werden fortgeschrittene Al-

gorithmen adaptiert: Die Methode ch_graham_andrew realisiert die Berechnung der

konvexen Hülle von n Punkten in Zeit O(n · log n). Die Klasse Min_circle_2 wird

zur Berechnung von Passkreisen herangezogen, wobei die erwartete Laufzeit einer

Berechnung mit n Punkten O(n) ist. Die Methode do_curves_intersect testet in

Zeit O(n · log n) eine Liste von n Geraden auf die Existenz von Kreuzungen.

47
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• Simple and Fast Multimedia Library (SFML) [4]: Die Simple and Fast Multi-

media Library (SFML) wird zur Entwicklung einer graphischen Benutzerober�äche

herangezogen. SFML unterstützt das Erzeugen von Fenstern und die graphische Aus-

gabe mit OpenGL. Auch die Verarbeitung von Eingabeereignissen wird durch SFML

unterstützt.

4.2 E�ziente Aktualisierung von Energiewerten

v1 v2

v3

(a)

VELSim⊕,≈

≈e∈E(v1) L(e) ≈e∈E(v2) L(e) ≈e∈E(v3) L(e)

L((v1, v2)) L((v2, v3)) L((v1, v3))

Verschiebung v1 Verschiebung v2 Verschiebung v3

(b)

Abbildung 4.1: Eine Zeichnung (a) und der zugehörige Energiebaum zur Komponente

VELSim⊕,≈ (b). Unter dem Energiebaum sind grau hinterlegt Variationsereignisse aufgeführt.

Beim Eintreten eines Variationsereignisses werden die Werte in Knoten des Energiebaumes bottom-

up aktualisiert.

Ein wesentlicher Bestandteil einer e�zienten Implementierung von PEO ist die e�ziente

Aktualisierung von Energiewerten. Dabei ist es zielführend, die Energiefunktion nicht bei

jeder Änderung vollständig auszuwerten, sondern geänderte Teile der Energiefunktion zu

aktualisieren.

Energiebaum. Dazu wird die Energiefunktion in einen Energiebaum zerlegt. Abbil-

dung 4.1 zeigt eine Zeichnung (a) und den zugehörigen Energiebaum zur Komponente

VELSim⊕,≈ (b). Andere Energiekomponenten können analog zerlegt werden. Jeder Knoten

des Energiebaumes berechnet einen Teil der Energiefunktion. Zu einer gegebenen Zeich-

nung ist in den Knoten der aktuelle Wert der Teilfunktion gespeichert. Unter dem Ener-

giebaum sind grau hinterlegt Variationsereignisse aufgeführt. Diese sind mit Blättern des

Energiebaumes verbunden, deren Wert bei Eintreten des Variationsereignisses neu berech-
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net wird. In den darüber liegenden Schichten des Energiebaumes werden Teilfunktionen

durch Lagemaÿe und Ähnlichkeitsmaÿe aggregiert.

Aktualisierung. Die Aktualisierung der Energiewerte erfolgt bottom-up in zwei Phasen:

• Markierung: Ein DFS-Durchlauf traversiert den Baum ausgehend von dem Variati-

onsereignis in Richtung höherer Schichten. Jeder Knoten, der auf diese Weise erreicht

wird, speichert seinen aktuellen Wert als alten Wert und die Anzahl der eingehenden

Kanten in der Traversierung.

• Aktualisierung: In einem weiteren Durchlauf werden die Werte der Blätter des

Energiebaumes, die mit dem Variationsereignis verbunden sind, neu berechnet. Ak-

tualisierte Knoten melden ihren alten und neuen Wert an ihre Elterknoten. Im El-

terknoten wird der alte Wert gelöscht und der neue Wert hinzugefügt. Der Zähler

der eingehenden Kanten wird um eins verringert. Sobald der Zähler den Wert null

erreicht sind alle Änderungen in dem Aggregationsknoten eingetro�en. Dieser mel-

det wiederum seinen alten und neuen Wert an seine Elterknoten, sodass sich die

Aktualisierung rekursiv fortsetzt.

Auf diese Weise werden die Werte der Knoten in topologischer Reihenfolge aktualisiert

und nur diejenigen Knoten betrachtet, deren Wert sich ändert. Zuletzt wird der Wurzel-

knoten des Energiebaumes � und damit der Wert der Energiefunktion � aktualisiert.

Statistik-Skipliste. Zur Speicherung der Werte in den Aggregationsknoten wird eine

Skipliste nach Pugh [22] verwendet. Diese ist so modi�ziert, dass sie in den Zeigern auf jeder

Ebene statistische Daten über die übersprungenen Elemente führt. Dabei wird die Zerle-

gungseigenschaft von statistischen Maÿen genutzt: Maÿzahlen einer Menge M = M1 ∪M2

können aus Maÿzahlen zu M1 und M2 zusammengesetzt werden, wenn die Werte der Ele-

mente in M1 kleiner als die Werte der Elemente in M2 sind. So können beim Einfügen und

Löschen von Elementen die veränderten Statistiken neu zusammengesetzt werden. Beide

Operationen sind bei n Elementen weiterhin in erwarteter Zeit O(log n) möglich. Ein zu-

sätzlicher Zeiger, der alle Elemente überspannt, enthält zu jedem Zeitpunkt die Statistik

zu der gespeicherten Datenmenge und den Wert des Aggregationsknotens.

Laufzeitanalyse. Nachfolgend wird der Aktualisierungsaufwand der verschiedenen Ener-

giekomponenten analysiert. In einer Runde sind |V | Iterationen zusammengefasst, in denen

jeder Knoten einmal verschoben wird.

• Kombinatorische Einbettung: Zur Einhaltung der kombinatorischen Einbettung

wird für jeden Knoten v ∈ V nachgehalten, ob die Einbettung um v unverändert ist.
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Eine Aktualisierung dieses Prädikates erfolgt bei Verschiebung von v und den Nach-

barn von v. Bei der Neuberechnung werden die Kanten um v sortiert und die aktu-

elle Einbettung mit der ursprünglichen Einbettung verglichen. Die Laufzeit beträgt

O(|E(v)| · log |E(v)|). In einer Runde erfolgen |E(v)|+ 1 derartige Aktualisierungen.

Der Gesamtaufwand der Runde beträgt O(
∑

v∈V |E(v)|2 · log |E(v)|).

Für eine gröbere Abschätzung ohne Summe überlegt man sich, dass bei jeder Ver-

schiebung höchstens jedes Prädikat aktualisiert wird, und erhält die Laufzeitschranke

O(|V | · |E| · log |E|).

• Gleichbleibendes Auÿengebiet: Sei f0 das Auÿengebiet. Die Invarianz des Au-

ÿengebietes lässt sich an der Orientierung von f0 ablesen. Wenn f0 auÿen liegt, ist

der orientierte Flächeninhalt negativ. Die orientierte Fläche kann nach Gleichung

2.12 ohne Betragsbildung als Summe von Flächenanteilen einzelner Kanten berech-

net werden. In einer Runde werden alle Kanten E(f0) des Auÿengebietes zweimal

aktualisiert. Der Gesamtaufwand einer Runde beträgt O(|E(f0)| · log |E(f0)|).

• Planarität: Zu jedem Gebeit f ∈ F wird nachgehalten, ob die Kanten von f

untereinander kreuzungsfrei sind. Dies ist bei �xierter Einbettung äquivalent zur

Planarität der gesamten Zeichnung. Für ein Gebiet f ∈ F wird das Prädikat bei

der Verschiebung eines Knotens von f aktualisiert. Es wird ein Sweeplinealgorith-

mus der Bibliothek CGAL [1] mit Laufzeit O(|E(f)| · log |E(f)|) verwendet. In ei-

ner Runde erfolgen |V (f)| derartige Aktualisierungen. Die Gesamtlaufzeit beträgt

O(
∑

f∈F |V (f)| · |E(f)| · log |E(f)|).

Für eine gröbere Abschätzung ohne Summe überlegt man sich, dass bei jeder Ver-

schiebung höchstens jedes Prädikat aktualisiert wird, und erhält die Laufzeitschranke

O(|V | · |E| · log |E|).

Je nach Topologie des Graphen besteht ein unterschiedliches Maÿ an Lokalität.

Bäume teilen die Ebene nicht in Gebiete. Der Kreuzungstest wird bei jeder Ver-

schiebung durchgeführt und die Laufzeit ist Θ(|V | · |E| · log |E|). Bei triangulierten
Graphen sind die meisten Gebiete Dreiecke, für die nur konstanter Aufwand an-

fällt. Mit Berücksichtigung des Auÿengebietes f0 ergibt sich eine Gesamtlaufzeit von

O(|F |+ |V (f0)| · |E(f0)| · log |E(f0)|).

• CRound⊕: Zur Aktualisierung von CRound⊕ werden Umfang und Fläche der

Kreise aktualisiert. Umfang und Fläche können gemäÿ der Formeln 2.11 und 2.12

als Summen aufgefasst und in Beiträge der Kanten zerlegt werden. In einer Runde

wird jede Kante zweimal in höchstens zwei Kreisen aktualisiert. Die Gesamtlaufzeit

beträgt O(|E| · log |E|).
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• CPConvex⊕,CAConvex⊕: Für jeden Kreis c ∈ C wird die konvexe Hülle

von c bei der Verschiebung von Knoten von c neu berechnet. Hierzu wird ein Al-

gorithmus der Bibliothek CGAL [1] mit Laufzeit O(|E(c)| · log |E(c)|) verwendet.

In jeder Runde erfolgen |E(c)| Neuberechnungen. Der neue Wert wird in einem

Lagemaÿ mit |C| Elementen aktualisiert. Dies führt zu einer Gesamtlaufzeit von

O(
∑

c∈C |E(c)| · (|E(c)| · log |E(c)|+ log |C|)).

• CCircleFit⊕: Für jeden Kreis c ∈ C wird der Passkreis von c bei der Verschie-

bung von Knoten von c neu berechnet. Hierzu wird ein Algorithmus der Bibliothek

CGAL [1] herangezogen. Die Berechnung von Passkreisen erfolgt in erwarteter Zeit

O(|E(c)|). In einer Runde wird der Passkreis |E(c)| mal neu berechnet und in ei-

nem Lagemaÿ mit |C| Elementen aktualisiert. Die erwartete Laufzeit einer Runde ist

damit O(
∑

c∈C |E(c)| · (|E(c)|+ log |C|)).

• ELSim≈: Alle Kantenlängen werden in einem Ähnlichkeitsmaÿ zusammengeführt.

In einer Runde wird jede Kantenlänge zweimal aktualisiert. Der Gesamtaufwand

beträgt O(|E| · log |E|).

• VELSim⊕,≈, VELFairness≈, FELSim⊕,≈, FELFairness≈, CELSim⊕,≈,
CELFairness≈: Jede Kante gehört höchstens zwei Gruppen an, die jeweils aus

höchstens |E| Elementen bestehen. Es gibt O(|E|) Gruppen und in einer Runde

wird jede Kantenlänge zweimal aktualisiert. Der Gesamtaufwand einer Runde beträgt

O(|E| · log |E|).

• VFreedom⊕: Die Aktualisierung von VFreedom⊕ zerfällt konzeptionell in zwei

Bestandteile:

� Die durchschnittliche Kantenlänge um die Knoten wird aktualisiert. Der Auf-

wand ist analog zur Komponente VELFairness≈ und beträgt O(|E| · log |V |).

� Für jeden Knoten v ∈ V wird FreiKreisRadius(v) aktualisiert. Dazu wird

Gleichung 3.33 verwendet. In einemMin-Aggregationsknoten werden Distanzen

von v zu Knoten VF (v) und Kanten EF (v) geführt, die sich einen Gebietszy-

klus mit v teilen. In einer Runde werden Knoten/Knoten-Distanzen zweimal

und Knoten/Kanten-Distanzen dreimal aktualisiert. Jede dieser Aktualisierun-

gen kann eine Veränderung des Minimums bewirken, das dann in einem Lagemaÿ

mit |V | Elementen aktualisiert wird. Sei OF (v) := VF (v) ∪EF (v), dann ist der

Gesamtaufwand einer Runde O(
∑

v∈V |OF (v)| · (log |OF (v)|+ log |V |)).

Für eine gröbere Abschätzung ohne Summe überlegt man sich, dass höchstens

O(|V | · |E|) Distanzen betrachtet werden. Jede Distanz kann in Zeit O(log |E|)
aktualisiert werden und wird pro Runde O(1) mal aktualisiert. Der Gesamtauf-

wand beträgt O(|V | · |E| · log |E|).
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• VAngleSim⊕,≈,BendAngleSim⊕,≈,StraightCross⊕: Die Blätter des Ener-
giebaumes sind höchstens 2 · |E| Winkel zwischen Kanten, die in der zyklischen Rei-

henfolge um einen Knoten benachbart sind. Alle Aggregationsknoten haben höch-

stens |V | Elemente. In einer Runde wird jeder Winkel dreimal bei der Verschiebung

der Winkelknoten aktualisiert. Der Gesamtaufwand der Runde ist O(|E| · log |V |).

• IdealDistance≈: Es werden Funktionen der Distanzen von Knotenpaaren in ei-

nem Ähnlichkeitsmaÿ mit O(|V |2) Elementen gesammelt. In einer Runde ändert sich

jede Distanz zweimal. Der Gesamtaufwand ist O(|V |2 · log(|V |2)) = O(|V |2 · log |V |).

4.3 Implementierung des Verfahrens von Bertault

Das Verfahren von Bertault [6] ist ebenfalls neu implementiert. Die Implementierung folgt

den De�nitionen in der Verö�entlichung. Jedoch werden Kräfte mit dem Faktor 1/100 ska-

liert, da es sonst zu starker Übersteuerung kommt. Als Wunschkantenlänge wird die durch-

schnittliche Kantenlänge der initialen Zeichnung gewählt. Auch der Abstand, ab dem es

zu abstoÿenden Kräften zwischen Knoten und Kanten kommt, wird auf diese Kantenlänge

festgesetzt.



Kapitel 5

Experimentelle Evaluation

In Kapitel 3 ist der Planare Energie-Optimierer (PEO) mit verschiedenen Modulen vorge-

stellt worden. In diesem Kapitel wird das Verfahren detailliert ausgewertet.

Abschnitt 5.1 beschäftigt sich mit der Evaluation einzelner Energiekomponenten. Dabei

steht die Frage im Vordergrund, ob die Komponenten geeignet sind, Ästhetik zu modellie-

ren und im Rahmen einer Optimierung zu verbessern. Auÿerdem wird beleuchtet, welche

Ästhetikkriterien eine Kon�guration nicht erfüllen kann. Auch die Rolle von Lagemaÿen

und Ähnlichkeitsmaÿen wird dabei beleuchtet.

Abschnitt 5.2 evaluiert komplexe Kon�gurationen, die den Anspruch einer vollständigen

Ästhetikfunktion haben. Die Kon�gurationen werden auf verschiedenen Graphen evaluiert

und auch mit dem Verfahren von Bertault [6] verglichen.

In Abschnitt 5.3 werden schlieÿlich die Erweiterungen um Kreuzungen und Knicke

evaluiert, die in Kapitel 3.5 vorgestellt worden sind.

5.1 Einzelne Komponenten

Ziel dieses Kapitels ist es, die Funktionsfähigkeit puristischer Algorithmenvarianten zu eva-

luieren. Methodisch wird dabei ein Fallbeispielansatz gewählt. Dabei werden verschiedene

Algorithmenvarianten mehrfach zur Optimierung einzelner Eingabezeichnungen herangezo-

gen. Es wird beobachtet, inwieweit die zuvor de�nierten Energiekomponenten tatsächlich

Ästhetik modellieren. Hier ermöglichen Fallbeispiele interessante Einsichten: Besonders

schlecht gezeichnete Stellen geben Hinweise, welche Ästhetikanforderungen eine gegebene

Kon�guration nicht erfüllt. Daraus entstehen auf natürliche Weise Ideen für neue Kon�-

gurationen. Manchmal zeigt sich, dass ein schlechter Energiewert auf unerwünschte Weise

kompensiert werden kann. Solche unerwünschten Maxima schärfen das Verständnis für die

Funktionsweise von Energiekomponenten und sensibilisieren dafür, welche Nebene�ekte

durch andere Energiekomponenten verhindert werden müssen, um ein gutes Gesamter-
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gebnis zu erhalten. Ziel dieses Kapitels ist es, brauchbare Algorithmenvarianten für die

detaillierte Evaluation und den Vergleich mit dem Verfahren von Bertault [6] zu ermitteln.

In diesem Abschnitt wird nur die Verschiebung von Knoten als Variation eingesetzt.

Kommt die Blocktransformation hinzu, so ist dies explizit erwähnt.

Übersicht und Zusammenfassung. Abschnitt 5.1.1 beschreibt Experimente zu Ener-

giekomponenten, die Formmaÿe adaptieren. Ein guter Energiewert kann oft durch die Ver-

wendung weniger Knoten erzielt werden. Bei der Optimierung der Konvexität ergeben sich

unerwünschte Nebene�ekte: Bei CPConvex⊕ bilden sich Schlitze aus. Bei CAConvex⊕

werden nicht konvexe Stellen plattgedrückt statt entfaltet. Die Optimierung der Kompo-

nente CRound⊕ hat eine entfaltende Wirkung und wirkt in Richtung rundlicher Gebiete.

Die Komponente CCircleFit⊕ führt zu schlechter Separation und erweist sich als unge-

eignet.

Abschnitt 5.1.2 beschreibt Experimente zu den Komponenten ELSim≈ undVELSim⊕,≈.

Es zeigt sich, dass MQ als Ähnlichkeitsmaÿ ungeeignet ist. Das Ähnlichkeitsmaÿ MD er-

zielt jedoch gute Ergebnisse. Es wird gezeigt, dass gruppierte Kantenlängenähnlichkeit sich

nicht immer global auswirkt.

Abschnitt 5.1.3 beschreibt Experimente zur Komponente VFreedom⊕. Es wird die

Ähnlichkeit zur Komponente VELSim⊕,Min/AM aufgezeigt. Das Lagemaÿ GM erzielt gute

Ergebnisse. Es zeigt sich, dass die Komponente gute Separation der Knoten bewirkt. Für

die Verwendung als Energiefunktion fehlt jedoch eine entfaltende Wirkung.

Abschnitt 5.1.4 beschreibt Experimente zur Komponente VAngleSim⊕,≈. Kon�gura-

tionen, die im Wesentlichen auf Winkelähnlichkeit basieren, haben eine Tendenz, in lokalen

Optima steckenzubleiben. Die Blocktransformation scha�t Abhilfe.

Abschnitt 5.1.5 untersucht die Energiekomponente IdealDistance≈. Der Erfolg der

Komponente ist wesentlich von der Einbettung abhängig. Bei �xierter Einbettung muss

die Komponente um ein Konstrukt zur Separation ergänzt werden.

5.1.1 Wohlgeformte Kreise

In Abschnitt 3.4.3 sind verschiedene Möglichkeiten diskutiert worden, die Form der sicht-

baren Kreise zu optimieren. Da diese Formmaÿe keine Aussagen zu Brücken oder ver-

schachtelten Strukturen liefern, können sie alleinstehend nur an zweizusammenhängenden

Graphen evaluiert werden.

Abschnitt 5.1.1.1 evaluiert die Energiekomponenten zur Optimierung der Konvexität.

Abschnitt 5.1.1.2 evaluiert die Energiekomponenten zur Optimierung der Rundheit.
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(a) Initiale Zeichnung (b) CPConvex (c) CAConvex

Abbildung 5.1: Degeneriertes Verhalten bei alleiniger Anwendung von Konvexitätsmaÿen: Aus

der ursprünglichen Zeichnung (a) entsteht der Schlitz in (b) wegen hohem CPConvex-Wert.

Abbildung (c) zeigt das Zusammendrücken konkaver Stellen durch CAConvex.

5.1.1.1 Konvexität

E�ekte, die entstehen, wenn Konvexität das bestimmende Maÿ der Optimierung ist, lassen

sich am Beispiel der Zeichnung in 5.1(a) aufzeigen. Wenn man ein solche Zeichnung, die

im Grunde ein einziger Kreiszyklus ist, bezüglich der Konvexität optimiert, wünscht man

sich, einen Kreis zu erhalten. Abbildung 5.1(b) zeigt die Optimierung dieser Zeichnung

durch CPConvex. Mit einem Energiewert von 0, 922 wird die Konvexität schnell herge-

stellt, indem eine extreme Knotenverschiebung die Zeichnung in einen Schlitz umwandelt.

Im weiteren Verlauf wird der Schlitz ausgebaut, sodass der nicht-konvexe Ausgangsgraph

vollends in einer Ecke verschwindet. Die Zeichnung schwankt dann zwischen Schlitzen und

anderen konvexen Figuren mit wenigen beteiligten Knoten.

Auch bei CAConvex kann man sich einen solchen Verlauf vorstellen: Ein riesiges

Dreieck könnte den Energiewert gegen eins führen, während der Rest der Zeichnung an ei-

ner Ecke verschwindet. Dass ein solches Dreieck nicht gebildet wird, liegt vor allem an der

Variation und der Selektion, die keine Verschlechterungen akzeptiert. Um aus der ursprüng-

lichen Zeichnung ein derartiges Dreieck zu bilden, muss zunächst ein einzelner Knoten vom

Graphen entfernt werden, sodass sich ein Schlitz bildet. CAConvex bestraft jedoch im

Gegensatz zu CPConvex solche nach auÿen ragenden Schlitze, da sich dadurch die Fläche

der konvexen Hülle vergröÿert, während der Schlitz diese Fläche nicht ausfüllt. Stattdessen

zeigt sich in vielen Läufen ein anderer E�ekt, der für CAConvex typisch ist: Stellen, die in

die konvexe Hülle hineinragen, werden nicht nach auÿen befördert, sondern plattgedrückt.

Dies ist in Abbildung 5.1(c) gezeigt.

Vermeidung von Schlitzen. Nun stellt sich die Frage, wie die Entwicklung solcher

Artefakte verhindert werden kann. Im Bezug auf die konkrete Zeichnung verhindert das

Beimischen von ELSimAM/Max das Entstehen von Schlitzen bei der Optimierung von
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CPConvex. Das Ergebnis in Abbildung 5.2(a), das der Idealform des Kreises näher

kommt, wird durch nachfolgende Energiefunktion ermöglicht:

E := GM([4,CPConvex],

[1,ELSimAM/Max]) (5.1)

Als Fazit lässt sich festhalten, dass durch Beimischung anderer Energiekomponenten der

Entstehung unliebsamer Ausartungen entgegengewirkt werden kann.

(a) (b)

Abbildung 5.2: Konvexität bedarf der Ergänzung durch andere Energiekomponenten: Abbildung

(a) zeigt ein besser entfaltetes Ergebnis der Zeichnung aus Abbildung 5.1(a) durch die Optimierung

von CPConvex und ELSimAM/Max. Abbildung (b) zeigt eine Zeichnung, die durch alleinige

Optimierung von Konvexität degeneriert.

Das Schlitzproblem hat jedoch grundsätzlichen Charakter: Konvexität sollte besonders

dann nicht optimierungsentscheidend wirken, wenn der Graph mit der gewählten Einbet-

tung nicht konvex gezeichnet werden kann. Abbildung 5.2(b) zeigt einen solchen Graphen.

Das linke Gebiet sowie das Auÿengebiet sind Dreiecke und damit unabhängig von der Zeich-

nung konvex. Die Optimierung der Konvexität des verbleibenden Gebietes wird schlieÿlich

das innere Dreieck zu einem Schlitz degenerieren lassen. Konvexität bedarf deshalb stets

der Ergänzung durch andere Energiekomponenten.

5.1.1.2 Rundheit

In diesem Abschnitt werden die Energiekomponenten CRound⊕ und CCircleFit⊕ eva-

luiert.

CRound⊕. Bei der Evaluation von CRoundGM zeigt sich früh das damit verbundene

gestalterische Potential. Dies soll nachfolgend an einigen Optimierungen illustriert werden.

Die Optimierung in Abbildung 5.3 zeigt den ringförmig angeordneten Kreis, der auch

zur Evaluation der Konvexität verwendet worden ist. Ähnlich wie bei der Konvexität wird
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(a) Vor der Optimierung (b) Unmittelbar (c) Nach der Optimierung

Abbildung 5.3: Optimierung eines nach innen gebogenen Kreises durch CRoundGM: Tatsächlich

entfaltet sich die Zeichnung zu einem Kreis.

auch hier zunächst ein unerwünschter E�ekt sichtbar: Der Energiewert wird zunächst da-

durch vergröÿert, dass eine Minderheit von Knoten ein groÿes rundes Gebilde erzeugt,

während die Ausgangszeichnung relativ gesehen gestaucht wird. Im weiteren Verlauf wird

jedoch auch die Einbuchtung nach auÿen befördert, sodass am Ende eine Kreisform ent-

steht. Die starke Anhäufung der Knoten an der ursprünglichen Einbuchtungsstelle ist dar-

auf zurückzuführen, dass kein Konstrukt deren uniforme Verteilung auf dem Kreis bewirkt.

Die Rundheit kann nach grundsätzlichem Erreichen der Kreisform durch uniforme Vertei-

lung nur noch marginal verbessert werden, sodass die Knoten sehr langsam wandern.

(a) Vor der Optimierung (b) Nach der Optimierung

Abbildung 5.4: Optimierung einer händischen Zeichnung durch CRoundGM: Das Rundheitsmaÿ

entfaltet auch bei mehreren Kreisen im globalen Zusammenhang seine Wirkung.

Die Optimierung in Abbildung 5.4 behandelt die händische Zeichnung eines Graphen

mit relativ groÿen Gebieten. Während in der Ausgangszeichnung die Kanten weitestgehend

gerade gezogen sind, wird an dem Endergebnis die rundliche Form deutlich und das Er-

gebnis wirkt insgesamt organischer. Au�ällig sind die unterschiedlichen Gröÿen der Kreise,

die letztlich auf ein fehlendes Konstrukt zur Umfangsgerechtigkeit hinweisen. Es zeigt sich
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aber auch, dass die Komponente zuverlässlich Rundheit optimiert und o�ensichtlich auch

im globalen Zusammenspiel bei mehreren Kreiszyklen ihre Wirkung entfaltet.

(a) Vor der Optimierung (b) Nach der Optimierung

Abbildung 5.5: Optimierung einer geradlinig planaren Zeichnung des Graphen aus Abbildung

5.4(a) durch CRoundGM: Gebiete sind rundlich gezeichnet. Im unteren Teil der Zeichnung wird

die Rundheit jedoch nur durch wenige Knoten erwirkt.

Die Optimierung in Abbildung 5.5 behandelt den gleichen Graphen wie die vorheri-

ge Optimierung. Jedoch wird dieser zuvor geradlinig planar gezeichnet. Beim Fokus auf

den oberen Bereich der Zeichnung kann zunächst festgehalten werden, dass die Entfaltung

der Zeichnung durch das Rundheitsmaÿ gut gelingt. Hier wird eine ähnlich gute Quali-

tät erreicht wie bei der vorherigen Optimierung. Der untere Teil der Zeichnung vereint

die Kritikpunkte der beiden vorherigen Optimierungen. Das untere Gebiet ist in der Ur-

sprungszeichnung sehr länglich gezeichnet und in der Mitte durch ein angrenzendes Gebiet

unterbrochen. Aufgrund dieses Gebietes ist es in der Optimierung nicht möglich, das ge-

samte Gebiet nach unten zu entfalten. So wird, wie in der ersten Optimierung, mit dem

rechten Teil des Gebietes eine groÿe runde Form gebildet und der linke Teil vernachläs-

sigt. Ein derartig überdimensionales Anwachsen des Gebietes weist wieder auf fehlende

Kontrolle des Umfangs hin.

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass CRoundGM eine entfaltende Wirkung hat und

tatsächlich in Richtung organisch rund erscheinender Gebiete wirkt. Dies wird auch bei der

Optimierung mehrerer benachbarter Gebiete deutlich. Unzulänglichkeiten ergeben sich in

den Gröÿenverhältnissen der Kreise. Zudem besteht die Gefahr, dass die Rundheit durch

wenige Knoten erwirkt wird.

CCircleFit⊕. Das Rundheitsmaÿ CCircleFitGM strebt die Rundheit auf viel expli-

zitere Weise durch den direkten Flächenvergleich mit umschlieÿenden Kreisen an. Abbil-

dung 5.6(b) zeigt, dass für die Gebiete Rundheit erreicht wird. Auch über Gebietsgrenzen

hinweg ergeben sich bei verschachtelten Gebieten rundliche Strukturen, was die Wirkung
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(a) Vor der Optimierung (b) Nach der Optimierung

Abbildung 5.6: Die Optimierung von CCircleFitGM führt zu rundlichen Gebieten und zu

schlechter Separation.

des umschlieÿenden Kreises sehr gut illustriert. Es ist erkennbar, dass der umschlieÿende

Kreis nicht länglich ist. So richten sich auch hier alle Gebiete so aus, dass sie in keine

Raumdimension ausarten. Allerdings ergeben sich ähnliche Artefakte wie zuvor bei der

Flächenkonvexität: Da die Optimierung �ächenbasiert ist, ist es möglich, durch Zusam-

mendrücken unzureichender Stellen einen besseren Energiewert zu erreichen. So ergeben

sich verschwindend kleine Winkel und schlechte Separation. Es zeigt sich, dass diese E�ek-

te nicht wie bei anderen Komponenten durch beigefügte Energiekomponenten kompensiert

werden können. Die Energiekomponente ist schluÿendlich anhand eines Ideales de�niert,

das sich in realen Optimierungssituationen nicht erreichen lässt. Deshalb wird die Kompo-

nente nicht weiter betrachtet.

5.1.2 Ähnliche Kantenlängen

In Abschnitt 3.4.4 sind verschiedene Konstrukte zum Erreichen ähnlicher Kantenlängen

de�niert worden. Dass bei alleiniger Optimierung ähnlicher Kantenlängen keine guten

Zeichnungen zu erwarten sind, liegt auf der Hand. Trotzdem ist das Studium derartiger

Optimierungen interessant, weil sich einige E�ekte der Energiekomponenten beobachten

lassen.

5.1.2.1 Globale Ähnlichkeit und der Ein�uss des Ähnlichkeitsmaÿes

Abbildung 5.7 zeigt die Optimierung der Zeichnung in Abbildung 5.6(a) durch reine ELSim-

Kon�gurationen mit verschiedenen Ähnlichkeitsmaÿen. Dabei wird zum einen die Zeich-

nung nach 150·|V | Iterationen aufgeführt. Zum anderen wird der Verlauf der Kantenlängen

in der Optimierung anhand der Lagemaÿe Minimum, arithmetisches Mittel und Maximum

verdeutlicht.
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(a) Optimierung von ELSimMQ (b) Kantenlängenverlauf bei ELSimMQ

(c) Optimierung von ELSimMD (d) Kantenlängenverlauf bei ELSimMD

(e) Optimierung von ELSimMin/Max (f) Kantenlängenverlauf bei ELSimMin/Max

(g) Optimierung von ELSimAM/Max (h) Kantenlängenverlauf bei ELSimAM/Max

Abbildung 5.7: Endergebnisse und Kantenlängenverlaufskurven zur Optimierung reiner ELSim-

Kon�gurationen mit unterschiedlichen Ähnlichkeitsmaÿen.
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• Gemeinsame Au�älligkeiten: Einige E�ekte lassen sich bei allen Optimierungen

beobachten.

Die Separation der Zeichnungen ist schlecht, weil kein Konstrukt die Annäherung zwi-

schen Knotenpaaren oder Knoten und Kanten verhindert. Die Komponenten haben

auÿerdem die Tendenz, schlecht separierte Knotenpaare zu erzeugen. Dies geschieht,

wenn gleich lange Kanten von einem gemeinsamen Knoten aus in eine ähnliche Rich-

tung auslaufen.

Da kein Konstrukt ähnliche Winkel bewirkt, entstehen Kantenverläufe mit groÿen

Winkeländerungen, was sich als Zickzacke�ekt beschreiben lässt.

Desweiteren zeigen sich spezi�sche E�ekte bei unterschiedlichen Ähnlichkeitsmaÿen.

• ELSimMQ: Interessant ist die Beobachtung, dass bei alleiniger Optimierung von

ELSimMQ die Annäherung der Kantenlängen nicht gelingt. In Abbildung 5.7(a)

wird deutlich, dass einige Kanten eine gemeinsame typische Länge haben. Über-

durchschnittlich lange Kanten bleiben jedoch lang.

Man betrachte die lange Kante unten rechts in Abbildung 5.7(a). Diese würde ver-

kürzt, wenn sich der linke Knoten nach rechts bewegte. Um den Knoten liegen je-

doch zwei weitere Kanten, die eine typische Länge aufweisen. Rückt der Knoten

nach rechts, so verschlechtert sich der Wert von ELSimMQ, weil die Verlängerung

der beiden typischen Kanten drastischer wirkt als die Verkürzung der langen Kante

positiven Ein�uss auf die Energiekomponente entfaltet.

Dies deutet auf eine unliebsame Eigenschaft von MQ hin: Hier steht die allgemeine

Ähnlichkeit im Vordergrund und Ausreiÿer werden unzureichend bestraft. Das zeigt

sich auch eindrucksvoll am Kantenlängenverlauf in Abbildung 5.7(b): Die maximale

Kantenlänge wird einmal verringert und bleibt danach fast konstant. Das gleichblei-

bende arithmetische Mittel der Kantenlängen deutet � zusammen mit der Ähnlich-

keit der Endzeichnung zur ursprünglichen Zeichnung � auf eine starke Stagnation der

Zeichnung hin.

Diese Beobachtungen erhalten ein besonderes Gewicht vor dem Hintergrund, dass

hier eine reine Kon�guration optimiert wird. Es gibt also keine andere Komponente,

die einer Annäherung der Kanten im Wege steht. Daher erstaunt es umso mehr, dass

die Komponente bei der Annäherung der Kantenlängen versagt.

• ELSimMD: Die Verlaufskurve in Abbildung 5.7(d) zeigt, dass die Optimierung von

ELSimMD erfolgreicher verläuft. An der starken Annäherung von Minimum und

Maximum wird deutlich, dass es gelingt, die Ähnlichkeit der Kantenlängen herbeizu-

führen. Von Stagnation kann nicht die Rede sein. Das dokumentiert auch die End-

zeichnung in Abbildung 5.7(c). Das Anwachsen der durchschnittlichen Kantenlänge
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um Faktor 1, 60 lässt erkennen, dass es einfacher ist, kurze Kanten zu verlängern als

lange Kanten zu verkürzen.

• ELSimMin/Max: Eine ähnliche gute Konvergenz zeigt sich bei der Optimierung von

ELSimMin/Max. Am Verlauf von Minimum und Maximum in Abbildung 5.7(f) wird

erkennbar, dass beide explizit in die Optimierung ein�ieÿen und einem gemeinsamen

Wert entgegenlaufen. Jedoch ist ergänzend zu erwähnen, dass diese Kon�guration

sehr instabil ist. Da hier nur die Extremwerte ein�ieÿen werden auch alle Änderun-

gen akzeptiert, die nichts an den Extremwerten ändern. Das Resultat ist ein extremes

Zappeln der Zeichnung während der Optimierung. Der Faktor, um den das arithme-

tische Mittel der Kantenlängen anwächst, ist hier wenig repräsentativ und unterliegt

bei mehreren Läufen starken Schwankungen.

• ELSimAM/Max: Abbildung 5.7(g) enthält die Zeichnung nach der Optimierung

von ELSimAM/Max. Diese Komponente hat bei den Untersuchungen zur Konvexität

das Entstehen von Ausreiÿern wirksam verhindert. Zur Entfernung von Ausreiÿern

ist das Konstrukt jedoch wenig hilfreich, weil es wesentlich einfacher ist, die durch-

schnittliche Kantenlänge in die Höhe zu treiben, als eine Minderheit langer Kanten

zu verkürzen. Bevor ein Knoten an einer langen Kante zur Verschiebung gewählt wird

ist die Anhöhung der durchschnittlichen Kantenlänge aller Wahrscheinlichkeit nach

schon mehrfach erfolgt. Abbildung 5.7(h) zeigt, wie sich der Durchschnittswert im

Verlauf der Optimierung an das Maximum annähert. Dabei gelingt es o�ensichtlich

nicht vollständig, Ausreiÿer nach unten zu verhindern.

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass die Optimierung mit MD den gewünschten

E�ekt erzielt, während MQ versagt. Min/Max zeichnet sich durch starke Indi�erenz aus,

erweist sich aber möglicherweise im Kontext anderer Komponenten als erfolgreich. Bei

AM/Max erscheint es leichter das arithmetische Mittel zu erhöhen, als das Maximum zu

senken.

5.1.2.2 Gruppierte Ähnlichkeit und globale Auswirkungen

Die nachfolgenden Untersuchungen gelten der Wirkungsweise gruppierter Kantenlängen-

ähnlichkeit. Eine wesentliche Frage ist, ob sich globale Auswirkungen ergeben: Führt ein

Konstrukt, das die Ähnlichkeit der Kantenlängen um alle Knoten bewirkt, auch automa-

tisch zur Ähnlichkeit der Kantenlängen des gesamten Graphen?

Ausbreitung der Kantenlängenähnlichkeit bei einer Kette. Das nachfolgende Ex-

periment geht dieser Frage an einer konstruierten Eingabeinstanz nach. Es wird eine Kette

aus 20 Knoten gebildet. Diese sind horizontal angeordnet. Die ersten 10 Knoten haben

Abstand 1 von ihrem Vorgänger; die letzten 10 Knoten haben Abstand 10. Die Kette ist
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(a) Initiale Zeichnung (b) Nach 100 · |V | Iterationen

(c) Nach 200 · |V | Iterationen (d) Nach 1500 · |V | Iterationen

(e) Nach 10 · |V | Iterationen mit ELSimMin/Max

Abbildung 5.8: Globale Auswirkungen bei der Optimierung einer Kette mitVELSimGM,Min/Max:

Im Verlauf der Optimierung ergibt sich global die Ähnlichkeit der Kantenlängen.

in Abbildung 5.8(a) zu sehen. Als Ähnlichkeitsmaÿ wird Min/Max gewählt. Der Knoten

mit dem schlechtesten Beitrag zu VELSim⊕,Min/Max ist also der Knoten in der Mitte mit

einem Beitrag von 1/10. Alle anderen Knoten haben gleich lange Kanten und liefern den

Beitrag 1.

Es besteht ein grundlegender Unterschied darin, wie verschiedene Lagemaÿe Ausrei-

ÿer nach unten behandeln: Bei AM verändert sich die Zeichnung überhaupt nicht. Das

Angleichen der Ähnlichkeit um den Grenzknoten bedeutet stets Nachteile für die Ähnlich-

keitswerte der benachbarten Knoten, die bei AM überwiegen.

Bei GM wird allerdings deutlich, dass sich die Kantenlängen mit der Zeit annähern.

Abbildungen 5.8(b) bis 5.8(d) zeigen die Zeichnung nach 100 · |V |, 200 · |V | und 1500 · |V |
Iterationen. Besonders beim Vergleich der ersten und letzten Kantenlänge in der Kette

wird deutlich, dass mit der Zeit auch eine globale Annäherung der Kantenlängen erfolgt.

Dazu werden die Längen der kurzen Kanten vergröÿert.

Jedoch ist der für die Annäherung benötigte Zeitaufwand unverhältnismäÿig groÿ. Da

sich die Ähnlichkeit über die Kette hinweg ausbreiten muss, können eine Vielzahl von Varia-

tionen nicht gewinnbringend genutzt werden. Abbildung 5.8(e) verdeutlicht am Stand der

Optimierung mit dem globalen Ähnlichkeitsmaÿ ELSimMin/Max nach 10 · |V | Iterationen,
dass die globale Angleichung der Kantenlängen trivial ist.

Stabile Zeichnung ohne globale Kantenlängenähnlichkeit. Abbildung 5.9 zeigt ei-

ne stabile Zeichnung, bei der es nicht zur Entstehung globaler Auswirkungen kommt. Die

Zeichnung ist in zwei Bereiche geteilt: Während die Kanten auf der linken Seite kurz sind,

sind die Kanten auf der rechten Seite lang. Ein Schnittknoten in der Mitte markiert den

Wechsel von kurzen zu langen Kanten. Wanderte dieser nach rechts, verbesserte sich der

VELSim⊕,≈-Beitrag dieses Knotens. Es wird jedoch schnell klar, dass dieses den Beitrag
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Abbildung 5.9: Gegenbeispiel zur Entstehung globaler Auswirkungen: In dieser stabilen Zeich-

nung bleibt eine globale Annäherung der Kantenlängen bei der Optimierung von VELSimGM,MD

aus.

der Nachbarknoten massiv schädigte. Auch beim Wechsel von Lagemaÿen und Ähnlich-

keitsmaÿen lässt sich dieser E�ekt nicht beheben. Es handelt sich um den Fall eines lokalen

Optimums.

Zusammenfassung. Bei weniger konstruierten Eingabeinstanzen sind die Gruppen stär-

ker vernetzt als dies im konstruierten Beispiel der Kette der Fall ist. Entsprechend ist

auch mit einer schnelleren Ausbreitung einer gemeinsamen Ähnlichkeit zu rechnen. Je-

doch sind Ketten in realen Graphen häu�g vertreten, sodass das Beispiel hier greift. Als

Fazit lässt sich festhalten, dass sich globale Auswirkungen tatsächlich ergeben. Das Nega-

tivbeispiel zeigt aber auch, dass es stabile Zeichnungen gibt, bei denen die Optimierung

von VELSim⊕,≈ nicht zwangsläu�g eine Annäherung aller Kantenlängen bewirkt. Wenn

die Angleichung aller Kantenlängen gewünscht ist, sollte auch das entsprechend globale

Konstrukt genutzt werden.

5.1.3 Separation

In Abschnitt 3.4.5 wird die Komponente VFreedom⊕ zur Separation beschrieben. Diese

wird nachfolgend evaluiert.

Implikationen für weitere Optimierungsziele. Beim Betrachten der De�nition stellt

man fest, dass eine Vielzahl gängiger Optimierungsziele implizit in der Energiekomponente

enthalten ist. Dass die Komponente schlecht separierte Knoten bestraft ist o�ensichtlich.

Es werden aber auch kleine Winkel vermieden, da geringe Winkel bedeuten, dass der End-

knoten der kürzeren Kante der anderen Kante nah ist.

Auÿerdem lässt sich eine Verwandschaft zwischen VFreedom⊕ und VELSim⊕,Min/AM
aufzeigen: Angenommen, die Zeichnung ist gut separiert. Dann ist für jeden Knoten die

Länge seiner kürzesten Kante ausschlaggebend für den Wert von VFreedom. Diese wird

mit der durchschnittlichen Kantenlänge um den Knoten verglichen. Also wird die Op-

timierung darauf hinauslaufen, VELSim⊕,Min/AM zu optimieren. Abbildung 5.10 stellt

diesen Zusammenhang anhand einer typischen Optimierung dar: Bei der Optimierung von

VFreedomGM zeigt sich eine starke Korrelation mit VELSimGM,Min/AM, was den zuvor
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Abbildung 5.10: Zusammenhang zwischen VFreedomGM und VELSimGM,Min/AM bei ei-

ner typischen Optimierung: Bei der Optimierung von VFreedomGM (a) zeigt sich eine star-

ke Korrelation zwischen VFreedomGM und VELSimGM,Min/AM. Bei der Optimierung von

VELSimGM,Min/AM (b) entstehen schlecht separierte Knoten und die positive Korrelation mit

VFreedomGM bleibt aus.

beschriebenen E�ekt dokumentiert. Umgekehrt gilt dies jedoch nicht: Beim Optimieren

von VELSimGM,Min/AM entstehen schlecht separierte Knoten und eine positive Korrelati-

on bleibt aus.

Ein�uss des Lagemaÿes. Es stellt sich also die Frage, ob VFreedom⊕ als allein-

stehende Optimierungskomponente genutzt werden kann. Dabei ist vor allem zu klären,

welches Lagemaÿ zu verwenden ist, um tatsächlich gute Ergebnisse zu erzielen, und wie

die Funktionswerte für unterschiedliche Lagemaÿe korrelieren. Abbildung 5.11 zeigt Ver-

laufskurven der Optimierungen von VFreedom⊕ für die Lagemaÿe AM, GM, OneD2,

OneD3, OneD4 und Min. Dabei wird die Entwicklung über 100 · |V | Iterationen betrach-

tet und auch die Entwicklung des Funktionswertes bezüglich anderer Lagemaÿe beleuchtet.

Nachfolgend wird der Verlauf der Kurven gedeutet. Die Zeichnungen der zugehörigen Op-

timierungen nach 100 · |V | Iterationen sind in Abbildung 5.12 abgebildet.

• Gemeinsame Au�älligkeiten: Der Kurvenverlauf der Lagemaÿe scheint deutlich

zu korrelieren. Die Verbesserung der VFreedom-Werte einzelner Knoten führt we-

gen der Monotonie der Lagemaÿe überall zu Verbesserungen. Auÿerdem gelten gene-

rell die Ordnungsbeziehungen Max ≥ AM ≥ OneD2 ≥ OneD3 ≥ OneD4 ≥ Min

und AM ≥ GM ≥Min. Diese werden auch an den Verlaufskurven deutlich. Es zeigen
sich Unterschiede zwischen den Lagemaÿen.

• VFreedomAM: In Abbildung 5.11(a) wird deutlich, dass bei AM der Fokus auf

schlecht separierte Knoten fehlt. Das Minimum läuft mit wachsender Zeit gegen null.
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(a) Optimierung von VFreedomAM (b) Optimierung von VFreedomGM

(c) Optimierung von VFreedomOneD2 (d) Optimierung von VFreedomOneD3

(e) Optimierung von VFreedomOneD4 (f) Optimierung von VFreedomMin

Abbildung 5.11: Verlaufskurven zur Optimierung von VFreedom mit unterschiedlichen La-

gemaÿen: zu jeder Optimierung ist die Entwicklung aller Lagemaÿe über 100 · |V | Iterationen
aufgetragen.
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(a) Optimierung von VFreedomAM (b) Optimierung von VFreedomGM

(c) Optimierung von VFreedomOneD2 (d) Optimierung von VFreedomOneD3

(e) Optimierung von VFreedomOneD4 (f) Optimierung von VFreedomMin

Abbildung 5.12: Zeichnungen bei der Optimierung von VFreedom mit unterschiedlichen Lage-

maÿen nach 100 · |V | Iterationen.
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O�enbar ist es möglich, durch die Vernachlässigung einzelner Knoten bei der Se-

paration im Durchschnitt eine bessere Separation zu erzielen. Auch am Verlauf der

Lagemaÿe OneDk, die Abweichungen nach unten stärker gewichten, ist ersichtlich,

dass das arithmetische Mittel hier schlecht separierte Knoten vernachlässigt. Das

Maximum ist jedoch stabil.

• VFreedomGM: In Abbildung 5.11(b) zeigt sich, dass GM schlechte Werte stärker

mit einbezieht. Durch das Produkt fallen Ausreiÿer nach unten stark ins Gewicht.

Eine Optimierung von GM impliziert daher die Verbesserung von Min. Das wird

auch an dem deutlich besseren Verlauf der OneDk deutlich.

• VFreedomOneDk
: An den Abbildungen 5.11(c)-(e) lässt sich ablesen, dass die

OneDk-Werte mit wachsendem k Ausreiÿer nach unten immer stärker gewichten.

Dies zeigt sich daran, dass der Endwert des Minimums mit wachsendem k immer

gröÿer ausfällt. Der leicht fallende Wert des Maximums mit zunehmendem k mag

darauf zurückzuführen sein, dass gute Werte nun nicht mehr ein derartig groÿes

Gewicht erhalten. Im Zweifel wird bei OneDk ein guter Wert verschlechtert, wenn

dadurch ein schlechter Wert entsprechend verbessert werden kann.

• VFreedomMin: Abbildung 5.11(f) o�enbart die Indi�erenz von Min gegenüber

allen Variationen, die nicht das Minimum beein�ussen. Dies zeigt sich bei den an-

deren Lagemaÿen an starkem Rauschen. Die Durchführung vielfältiger schädlicher

Variationen führt dazu, dass sich die anderen Lagemaÿe nicht gut entwickeln. Der

durchschnittliche Separationswert unter 0, 5 deutet auf eine sehr schlechte Separation

hin.

An den Zeichnungen der zugehörigen Optimierungen nach 100 · |V | Iterationen in Ab-

bildung 5.12 spiegeln sich die Erkenntnisse zu den Verlaufskurven wider: In Abbildung

5.12(a) zeigt sich der schlecht separierte Knoten, der bei der Optimierung von AM nicht

angemessen in den Gesamtwert ein�ieÿt. Abbildung 5.12(b) zeugt von der guten Separation

aller Knoten durch die Aggregation mit GM. Der Umstand, dass die Zeichnung zu OneD2

in Abbildung 5.12(c) eher an die Zeichnung zu GM als an die Zeichnung zu AM erinnert,

macht erneut die stärkere Gewichtung schlechter Werte deutlich. Zwischen den Zeichnungen

5.12(c) bis 5.12(e) bestehen nur geringe Unterschiede. Abbildung 5.12(f) macht deutlich,

dass durch die indi�erente Selektion bei Min starke Schwankungen entstehen, die sich nun

in groÿen Kantenlängenunterschieden niederschlagen.

Zusammenfassend lässt sich sagen, dass VFreedom⊕ tatsächlich gute Separation be-

wirkt. Dies wird auch unabhängig von der vorherigen Untersuchung in anderen Experi-

menten deutlich. Als Lagemaÿ hat sich GM besonders bewährt. Dieses tritt durch seine

herausragende Berücksichtung geringer Werte hervor, die auch bei anderen Komponenten

wichtig ist.
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(a) (b)

Abbildung 5.13: Stabile Zeichnungen bei der Optimierung von VFreedomGM, die gegen eine

alleinige Verwendung der Komponente sprechen: Abbildung (a) zeigt mangelnde Entfaltung bei

einem länglichen Gebiet. Abbildung (b) zeigt starke Unterschiede in den Kantenlängen.

Unvollständigkeit der reinen Kon�guration. Hinsichtlich der Frage, ob die Energie-

komponente als alleinige Komponente genutzt werden kann, liefern die vorherigen Betrach-

tungen ein unvollständiges Bild. Abbildung 5.13 verdeutlicht zwei Situationen, in denen

die Optimierung von VFreedomGM unerwünschte E�ekte bewirkt. Beide Zeichnungen

sind stabil bezüglich der Knotenverschiebung.

• Abbildung 5.13(a) zeigt fehlendes gestalterisches Potential der Energiekomponente:

Es handelt sich um einen Kreis, der sehr länglich gezeichnet ist. Der Energiewert ist

gut, da die Kanten gleiche Länge haben. Die beiden Seiten des Kreises, die sich nah

gegenüberstehen, unterschreiten in ihrem Abstand nicht diese allgemeine Kantenlän-

ge und wirken deshalb auch nicht negativ auf die Separation. Dieses Beispiel lieÿe sich

beliebig vergröÿern: Je mehr Kanten man auf dem Kreis einfügte, desto kürzer würde

die allgemeine Kantenlänge. Entsprechend nah beieinander dürften die beiden Sei-

ten des Kreises liegen. Eine Zeichnung, die dem Betrachter wie ein Schlitz erscheint,

erhielte dennoch einen guten Energiewert. Das fehlende gestalterische Potential lässt

sich durch Ergänzung von CRound⊕ ausgleichen.

• Abbildung 5.13(b) zeigt einen Fall ungleicher Kantenlängen. Die Zeichnung ist in

einen Teil mit kurzen Kanten und einen Teil mit langen Kanten geteilt. Die Ähnlich-

keit zu VELSimGM,Min/AM ist zu Beginn dieses Abschnitts nachgewiesen worden.

Ähnlich wie bei dem Beispiel aus Abschnitt 5.1.2 kommt es nicht zu globalen Aus-

wirkungen auf die Kantenlängenähnlichkeit. Betrachtet man die beiden Knoten, an

denen sich der Wechsel von kurzen zu langen Kanten vollzieht, so fällt auf, dass die-
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se Grad vier und fünf haben. Die längere Kante �ieÿt also nicht mit allzu groÿem

Gewicht in die mittlere Kantenlänge ein, sodass die Knoten insgesamt noch einen

mäÿigen Beitrag zu VFreedomGM liefern. Wanderten diese Knoten in Richtung der

langen Kante, würde dies zur schlechten Separation ihrer Nachbarknoten führen. Die

Knoten mit langen Kanten sind ebenfalls gut separiert. Eine Annäherung dieser Kno-

ten an den Rest des Graphen bedeutete ebenfalls schlechte Separation der Nachbarn

und bleibt deshalb aus. Eine globale Annäherung der Kantenlängen lässt sich durch

Beimischen von ELSim≈ bewirken.

5.1.4 Ähnliche Winkel

In Kapitel 3.4.6 ist die Energiekomponente VAngleSim⊕,≈ de�niert worden. Bei anderen

Komponenten fördert eine reine Kon�guration o�ensichtliche Schwächen zu Tage, gibt

aber auch Hinweise über die Funktionsweise der betrachteten Komponente. Bei alleiniger

Optimierung von VAngleSim⊕,≈ treten jedoch bald so extrem lange Kanten auf, dass

keine E�ekte beobachtet werden können. Die Energiekomponente ELSimMD hat bei der

Evaluation in Kapitel 5.1.2 zu guten Ergebnissen geführt. Im Folgenden betrachten wir

daher Kon�gurationen

E := GM([10,VAngleSim⊕,≈],

[1,ELSimMD]) (5.2)

Die Betrachtung von VAngleSim⊕,≈ erfordert die Festlegung von einem Lagemaÿ und

einem Ähnlichkeitsmaÿ. Anders als bei VELSim⊕,≈ handelt es sich hier um ein Vertei-

lungsproblem: Die Winkelsumme um jeden Knoten ist stets 2π und das Anwachsen eines

Winkels impliziert das Schrumpfen anderer Winkel.

(a) Initiale Zeichnung (b) Ohne Blocktransformation (c) Mit Blocktransformation

Abbildung 5.14: Optimierung mit Schwerpunkt auf VAngleSimGM,Min/AM: Ohne Blocktrans-

formation bleibt die Optimierung in einem lokalen Maximum stecken.
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Abbildung 5.14 zeigt eine Optimierung mit Schwerpunkt auf VAngleSimGM,Min/AM.

Das Ähnlichkeitsmaÿ scheint angebracht, da besonders kleine Winkel störend wirken. We-

gen der gleichbleibenden Winkelsumme ist das arithmetische Mittel der Winkel konstant.

Es wird ein Graph betrachtet, der baumartig aus vielen Blöcken besteht und nur wenige

Gebiete hat. Das Lagemaÿ wird gewählt, um Ausreiÿern nach unten wirksam zu begegnen.

Diese Wahl folgt den Erkenntnissen zu Lagemaÿen bei der Separation aus Abschnitt 5.1.3.

Ein�uss der Blocktransformation. Bei der Optimierung in Abbildung 5.14(b) wird

auf das Rotieren und Skalieren von Blöcken verzichtet. Es zeigt sich, dass die Optimie-

rung in einem lokalen Maximum steckenbleibt. Besonders der obere Ast, der auch ein

Dreieck enthält, weist eine starke Winkeländerung um einen Knoten mit Grad zwei auf.

Eine Zeichnung, in der dieser Winkel begradigt ist, hat höheren Energiewert. Man erkennt

daran, dass die gut angeordneten Winkel und Kantenlängen im darüberliegenden Teil des

Astes einer Verschiebung entgegenstehen. Ein Rotieren durch Knotenverschiebungen ist

nicht nur aufwändig, sondern erfordert auch die Akzeptanz schlechterer Energiewerte in

Zwischenschritten. Abbildung 5.14(c) macht deutlich, dass die Entfaltung mit Blocktrans-

formation gelingt. Hier kann der gesamte Ast durch eine Rotation um den beeinträchtigten

Knoten neu orientiert werden, sodass sich der Energiewert verbessert.

Degenerierte Dreiecke. Ein erstaunliches Artefakt ergibt sich an den Enden zweier

Äste, an denen sich Dreiecke be�nden. Diese Dreiecke sind in der initialen Zeichnung in

Abbildung 5.14(a) deutlich erkennbar. Im Zuge der Optimierung werden jedoch für jedes

dieser Dreiecke die Knoten mit Grad zwei sehr eng zusammengestaucht. Durch diese ex-

treme Zusammenstauchung entstehen in dem Dreieck bei beiden Knoten mit Grad zwei

Innenwinkel von annähernd 90 Grad. Für die Winkelkomponente bedeutet das einen dop-

pelten Beitrag von 90 Grad/180 Grad = 0, 5. Um den Knoten, der das Dreieck mit dem

Rest des Graphen verbindet, entsteht ein verschwindend geringer Innenwinkel des Dreiecks

und ein entsprechend geringer Beitrag. O�ensichtlich bevorzugt die Komponente den gu-

ten Wert für die beiden Knoten mit Grad zwei. Untersuchungen ergeben, dass sich dieser

E�ekt nicht durch Austausch von Lagemaÿen oder Ähnlichkeitsmaÿen verhindern lässt. In

gemischten Kon�gurationen wird dieses Artefakt jedoch durch andere Energiekomponenten

verhindert. Hier wird auch das geringe Gewicht von ELSimMD deutlich.

Fehlende Separation. Zuletzt sei erwähnt, dass der Kon�guration ein wirksames Kon-

strukt zur Separation fehlt. Einzig die Struktur des Graphen verhindert in dem vorherigen

Beispiel das Auftreten schlecht separierter Knoten. Man kann leicht Beispiele mit schlechter

Separation konstruieren: Eine Kette von Knoten kann durch Hinzufügen einzelner Nach-

barn um Links- und Rechtskurven erweitert werden. Bei entsprechender Länge der Kette

und genügend groÿen Kurven kommt es zu schlecht separierten Knotenpaaren. Die Kette,
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(a) (b)

Abbildung 5.15: Einer auf Winkeln und Kantenlängen basierenden Kon�guration fehlt ein Kon-

strukt zur Separation: Abbildung (a) zeigt die Konstruktion einer Kette, die durch das Hinzufügen

von Nachbarknoten um Kurven erweitert wird. Abbildung (b) zeigt schlechte Separation nach der

Optimierung.

die sich gemäÿ der durch die Nachbarn vorgegebenen Kurven biegt, windet sich in diesem

Fall in sich selbst hinein. Abbildung 5.15 verdeutlicht die Konstruktion.

5.1.5 Idealer Knotenabstand

In Kapitel 3.4.7 wird ausgeführt, wie aus der Grundidee von Kamada und Kawai [19], deren

energiebasiertes Verfahren in Kapitel 2.2.2.2 beschrieben wird, die in sich abgeschlossene

Energiekomponente IdealDistance≈ entwickelt werden kann. In diesem Abschnitt wird

die Komponente evaluiert.

Starker Ein�uss der Einbettung. Bei ersten Experimenten zeigt sich der Ein�uss der

Einbettung.

Die ursprüngliche Zeichnung in Abbildung 5.16(a) enthält verschachtelte Blöcke. Diese

werden abgestoÿen, sodass sie aus dem Gebiet, in das sie eingebettet sind, hinausstreben.

Während dies im allgemeinen Ansatz von Kamda und Kawai kein Problem darstellt, wird

dieses Streben hier durch die harte Gültigkeitsanforderung der unveränderten Einbettung

begrenzt. Abbildung 5.16(b) zeigt, dass diese Blöcke auf hässliche Art und Weise gegen

den Rand des Gebietes, in das sie eingebettet sind, gedrückt werden. Besonders fatal wirkt

dieser E�ekt bei dem oberen Dreieck und der Brücke unten links. Hier entsteht wegen

schlechter V/E-Separation der Eindruck, die Knoten seien Teil des äuÿeren Kreises. Das

Dreieck ist vollkommen degeneriert.

Abbildung 5.16(c) zeigt den gleichen Graphen mit einer Einbettung, die ohne Ver-

schachtelung auskommt. Zu dieser Zeichnung wird in kurzer Optimierzeit die Zeichnung in

Abbildung 5.16(d) erzeugt. Hier ist der Idealabstand sehr gut erfüllt. Es wird ersichtlich,

wie durch den Idealabstand auch andere Ästhetikkriterien Erfüllung �nden. Die Kanten
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(a) Verschachtelte Zeichnung vor

der Optimierung

(b) Verschachtelte Zeichnung

nach der Optimierung

(c) Gleicher Graph mit anderer

Einbettung vor der Optimierung

(d) Gleicher Graph mit anderer

Einbettung nach der Optimie-

rung

Abbildung 5.16: Der Erfolg einer reinen IdealDistance-Kon�guration hängt wesentlich von

der gewählten Einbettung ab: Bei der verschachtelten Zeichnung (a) werden in der Optimierung

(b) einige Knoten an den Rand der Gültigkeitsbeschränkung verschoben. Der gleiche Graph mit

einer Einbettung ohne Verschachtelung (c) wird angemessen gezeichnet (d).

haben ähnliche Längen und die Winkel um die Knoten sind annähernd uniform. Auch die

Rundheit der Gebiete wird durch den Idealabstand begünstigt.

Zur Berechnung einer guten Einbettung kann ein Algorithmus von Gutwenger und Mut-

zel [15] herangezogen werden. Dieser ermittelt eine Einbettung mit maximaler Auÿen�äche

unter allen Einbettungen mit minimaler Verschachtelungstiefe.

Vermeidung von Überlappungen. Ziel der weiteren Evaluation muss es also sein,

dem Konstrukt für die Ideallänge ein wirksames Konstrukt zur V/E-Separation beizustel-

len. Dabei soll die Gewichtung so gewählt werden, dass einerseits starke Annäherungen

wirksam verhindert werden. Andererseits soll der Schwerpunkt weiterhin auf dem Idealab-

stand liegen. Hierzu wird die folgende Kon�guration betrachtet:
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E := GM([10, IdealDistanceMQ],

[1,VFreedomMin]) (5.3)

Um den Fokus weiterhin auf IdealDistance zu legen, wird ein entsprechend hohes

Gewicht gewählt. Bezüglich VFreedom wird als Lagemaÿ das Minimum gewählt, um im

Sinne der Vermeidung das Augenmerk auf den am schlechtesten separierten Knoten zu

legen.

(a)

G
es
a
m
te
n
er
g
ie

IdealDistanceMQ

(b)

Abbildung 5.17: Schlechte Separation bei der Komponente IdealDistanceMQ kann durch

Beimischen der Komponente VFreedomMin verhindert werden. Abbildung (a) zeigt eine ver-

besserte Zeichnung. Abbildung (b) zeigt die Korrelation zwischen Gesamtenergiewert und

IdealDistanceMQ.

Abbildung 5.17(a) zeigt eine typische Optimierung der Zeichnung 5.16(a) mit der neuen

Energiefunktion. Im Vergleich zum vorherigen Ergebnis aus Abbildung 5.16(b) ist nun eine

wesentlich bessere Separation gegeben. Besonders der groÿe mittlere Block o�enbart in sei-

ner Erscheinung deutlich den Ein�uss der Ideallänge. Die Punktwolke in Abbildung 5.17(b)

kennzeichnet die starke Korrelation zwischen Gesamtenergiewert und IdealDistanceMQ

im Verlauf der Optimierung. Dies lässt vermuten, dass die IdealDistanceMQ-Komponente

in diesem Fall tatsächlich ergebnisentscheidend ist und die VFreedomMin-Komponente

eher vermeidend wirkt. Der �nale Wert dieser Komponente, 0, 447, entspricht der Freiheit

des Knotens an der Brücke. Die nun gut separierte Position der Brücke ist also auf das

Gleichgewicht zwischen den beiden Energiekomponenten zurückzuführen.

5.2 Komplexe Kon�gurationen im Vergleich mit Bertault

Dieses Abschnitt nutzt die Erkenntnisse aus Abschnitt 5.1, um komplexe Energiekon�gu-

rationen zu de�nieren. Diese Kon�gurationen erheben den Anspruch vollständiger Energie-
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funktionen, die Ästhetik umfassend modellieren. Inwieweit dieser Anspruch gerechtfertigt

erscheint, wird im Rahmen dieses Kapitels untersucht. Dazu werden die Varianten auf

verschiedenen Graphklassen untersucht. Ein weiterer Bestandteil dieses Kapitels ist der

Vergleich von PEO mit dem Verfahren von Bertault [6].

Überblick und Zusammenfassung. Abschnitt 5.2.1 de�niert die komplexen Kon�gu-

rationen, die in diesem Kapitel evaluiert werden. Die weiteren Abschnitte befassen sich mit

der Evaluation der Kon�gurationen auf unterschiedlichen Graphklassen.

Abschnitt 5.2.2 evaluiert die Kon�gurationen an Bäumen. Die Komponente CRound⊕

kann nicht entfaltend wirken, da es keine Kreise gibt. Bei Kon�gurationen, die auf Winke-

lähnlichkeit, ähnlichen Kantenlängen und Separation aufbauen, bleibt die Optimierung in

lokalen Optima stecken und es kommt zu Versperrungse�ekten. Viele Knoten müssen auf

engem Raum angeordnet werden. Durch die Verwendung der Blocktransformation werden

Zeichnungen besser entfaltet und es entstehen gut separierte Knoten, ähnliche Kantenlän-

gen und uniforme Winkel.

Abschnitt 5.2.3 evaluiert die Kon�gurationen an triangulierten Graphen. Bei triangu-

lierten Graphen wirkt die Komponente CRound⊕ separierend. Es wird aufgezeigt, dass

bei einigen Zeichnungen mit Knoten mit hohem Grad prinzipiell keine gute Separation

erreicht werden kann. Es werden Blockadee�ekte beleuchtet, die durch ungünstig positio-

nierte Nachbarn entstehen. Nachdem diese Blockaden beseitigt sind, gelingt jedoch die

Verkürzung langer Kanten und eine sehr gute Entzerrung der Zeichnung.

Abschnitt 5.2.4 evaluiert die Kon�gurationen an zweizusammenhängenden Graphen.

Bei zweizusammenhängenden Graphen mit mittelgroÿen Gebieten ergeben sich bei un-

terschiedlichen Kon�gurationen vergleichbare Ergebnisse. Die Komponente CRoundGM

wirkt entfaltend und führt zu rundlichen Gebieten. Die Komponente ELSimMD führt zur

Angleichung der Kantenlängen. Bei Kon�gurationen ohne die Komponente VFreedom⊕

entstehen vereinzelt schlecht separierte Knoten. Durch Hinzufügen der Komponente wird

jedoch gute Separation erreicht. Es wird deutlich, dass lange Kanten nicht immer verkürzt

werden.

Abschnitt 5.2.5 evaluiert die Kon�gurationen an einem nicht zweizusammenhängenden

Graphen. Es zeigt sich, dass bei verschiedenen Kon�gurationen die vertikale Entfaltung

der Zeichnung nicht gegeben ist. Dadurch müssen viele Knoten auf engem Raum platziert

werden. Je nach Kon�guration ergeben sich kurze Kanten, schlecht separierte Knoten oder

ein Zickzacke�ekt im Kantenverlauf.

5.2.1 Komplexe Kon�gurationen

Dieser Abschnitt de�niert die komplexen Energiefunktionen, die zur detaillierten Evalua-

tion herangezogen werden. Zur Vereinheitlichung wird in allen Kon�gurationen GM als

Lagemaÿ und MD als Ähnlichkeitsmaÿ verwendet.



76 KAPITEL 5. EXPERIMENTELLE EVALUATION

Komponenten mit Bezug auf Formmaÿe von Kreisen nehmen in dieser Arbeit eine be-

sondere Stellung ein. In Kapitel 5.1.1 ist bereits die gestalterischeWirkung vonCRoundGM

gezeigt worden. Die Kon�guration ECE vereint CRoundGM und ELSimMD:

ECE := GM([1,CRoundGM],

[2,ELSimMD]) (5.4)

Die weniger puristische Kon�guration EBicon fügt die Komponenten CELFairnessMD

und VAngleSimGM,MD hinzu:

EBicon := GM([2,CRoundGM],

[2,ELSimMD],

[1,CELFairnessMD],

[1,VAngleSimGM,MD]) (5.5)

Der Kon�guration EBicon fehlt es jedoch an einem wirksamen Konstrukt zur Separation

der Knoten. Diese Erkenntnis ergibt sich insbesondere aus den in Abschnitt 5.1.4 beschrie-

benen Untersuchungen, bei denen Graphen mit schlechter Separation für reine Winkel-

Kantenlängen-Kon�gurationen systematisch erzeugt wurden. Die Kon�guration EAllIn er-

gänzt deshalb die Kon�guration EBicon um die Komponente VFreedomGM.

EAllIn := GM([2,CRoundGM],

[2,ELSimMD],

[1,CELFairnessMD],

[1,VAngleSimGM,MD],

[1,VFreedomGM]) (5.6)

Die Kon�guration EFreeSim basiert nur auf ähnlichen Kantenlängen und Separation

und ist wie folgt de�niert:

EFreeSim := GM([3,ELSimMD],

[1,VFreedomGM]) (5.7)

In Kapitel 5.1.5 ist die Komponente IdealDistance≈ untersucht worden. Diese ist

durch die Energiefunktion von Kamada und Kawai [19] inspiriert. Im Rahmen der Studien

hat sich herausgestellt, dass vor dem Hintergrund der festgelegten Einbettung ein zusätz-

liches Konstrukt zur Separation nötig ist. Die Kon�guration EID wird in groÿen Teilen

durch die Komponente IdealDistance≈ geprägt:
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EID := GM([10, IdealDistanceMD],

[1,VFreedomGM]) (5.8)

5.2.2 Bäume

In diesem Abschnitt werden die Kon�gurationen aus Abschnitt 5.2.1 an Bäumen evaluiert.

Bei Bäumen steht den Knoten wegen der Beziehung |E| = |V |−1 eine minimale Anzahl an

Kanten gegenüber. Der durchschnittliche Knotengrad ist mit 2·|E|/|V | = 2(|V |−1)/|V | ≈ 2

sehr gering.

Die Untersuchungen zeigen Versperrungse�ekte, die sich bei der Optimierung von Baum-

zeichnungen durch Kon�gurationen ohne Blocktransformation ergeben. Mit Blocktransfor-

mation gelingt eine gute Entfaltung und die Optimierungsziele werden erreicht.

Energiekomponenten im Kontext von Bäumen. Bäume zerteilen die Ebene nicht in

Gebiete. Formmaÿe können keine Anwendung �nden, da der Graph keine Kreise enthält.

Die Komponente CRoundGM erhält unabhängig von der Zeichnung den Funktionswert

eins.

Da jede Kante eine Brücke ist und es keine weiteren Blöcke gibt, entspricht die Kom-

ponente CELFairness≈ der Komponenten ELSim≈.

Die Berechnung der Komponenten VFreedom⊕ und die Veri�kation der Kreuzungs-

freiheit gestalten sich aufwändiger als bei anderen Graphen: Bei der Verschiebung eines

Knotens sind nur solche Kanten zu berücksichtigen, die sich ein Gebiet mit dem Knoten

teilen. Während dies bei anderen Graphen nur wenige Kanten betri�t, müssen bei Bäumen

stets alle Kanten berücksichtigt werden. Es gibt keine Einsparungen durch Lokalität.

Abbildung 5.18: Geradlinig planare Zeichnung eines Baumes, die als initiale Zeichnung verwendet

wird.

Es wird eine Einzelfallperspektive gewählt, doch die Ergebnisse zeigen sich analog bei

anderen Bäumen. Abbildung 5.18 zeigt die planare Zeichnung eines generierten Baumes mit

100 Knoten, die als initiale Zeichnung verwendet wird. Hier wird deutlich, dass geradlinig

planare Verfahren nicht zum Zeichnen von Bäumen geeignet sind: Aufgrund von schlechter

Separation entstehen Missverständnisse darüber, welche Knoten verbunden sind. Die An-



78 KAPITEL 5. EXPERIMENTELLE EVALUATION

(a) Nach 150 Iterationen (b) Nach 600 Iterationen

Abbildung 5.19: Zeichnung des Baumes aus Abbildung 5.18 durch das Verfahren von Bertault.

ordnung der Knoten suggeriert die Existenz von Gebieten und von Zweizusammenhang.

Der Graph ist nicht als Baum erkennbar.

Bertault. Abbildung 5.19 zeigt die Zeichnung nach 150 und 600 Iterationen der Opti-

mierung durch das Verfahren von Bertault. Die Baumstruktur des Graphen ist auf beiden

Zeichnungen deutlich erkennbar. Auÿerdem gelingt die Annäherung der Kantenlängen und

die Knoten sind gut separiert. Während die Zeichnung nach 150 Iterationen noch S-förmig

gewunden ist, ist die Zeichnung nach 600 Iterationen durch die abstoÿenden Kräfte weiter

ausgestreckt. Es zeigt sich ein Unterschied in den Kantenlängen: Innere Kanten werden

länger gezeichnet, um die Teilgraphen, die sie verbinden, besser zu separieren. Kanten von

Knoten mit Grad eins, die das Ende der Baumstruktur markieren, werden kürzer gezeich-

net.

Abbildung 5.20 zeigt die Zeichnungen des Baumes aus Abbildung 5.18 durch die Kon-

�gurationen EAllIn, EBicon und EFreeSim nach 150 · |V | Iterationen ohne und mit Block-

transformation.

Nichterreichen ähnlicher Winkel ohne Blocktransformation. Beim Betrachten

der Zeichnungen ohne Blocktransformation in Abbildungen 5.20(a), (c) und (e) wird deut-

lich, dass bei den Kon�gurationen EAllIn, EBicon und EFreeSim die Angleichung der Winkel

um einige Knoten nicht gelingt. Dieser E�ekt ist in Abschnitt 5.1.4 bei der Auswertung zu

ähnlichen Winkeln beschrieben worden. Die Unähnlichkeit der Winkel um die betro�enen

Knoten ist lokal optimal, da durch eine Annäherung der Winkel Qualitätskriterien der

Nachbarknoten gestört würden.
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(a) EAllIn ohne Blocktransformation (b) EAllIn mit Blocktransformation

(c) EBicon ohne Blocktransformation (d) EBicon mit Blocktransformation

(e) EFreeSim ohne Blocktransformation (f) EFreeSim mit Blocktransformation

Abbildung 5.20: Zeichnungen des Baumes aus Abbildung 5.18 durch die Kon�gurationen EAllIn,

EBicon und EFreeSim nach 150 · |V | Iterationen ohne und mit Blocktransformation.
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Versperrungse�ekt durch unähnliche Winkel. Die Folge derartig verdrehter Äste

ist ein Versperrungse�ekt: Im oberen Teil der Zeichnungen in den Abbildungen 5.20(a),

(c) und (e) sind einige Knoten zu sehen, die sich wegen eines mangelhaft ausgerichteten

Astes nicht nach rechts ausbreiten können. Es müssen viele Knoten auf einer geringen

Fläche angeordnet werden. Die Komponente ELSimMD führt zum Anwachsen der Kan-

tenlängen auf kleinem Raum. Bei den Kon�gurationen EAllIn und EFreeSim wird dieses

Streben durch die Komponente VFreedomGM begrenzt. Das Ergebnis ist ein Kompromiss

zwischen ähnlichen Kantenlängen und Separation. Die Zeichnungen wirken gedrungen. Die

Kon�guration EBicon enthält keine Komponente zur Separation. Hier wird das Anwachsen

der Kanten nur durch die Gültigkeit begrenzt. Die Knoten dieser Zeichnung sind deshalb

schlecht separiert und es entsteht der Eindruck von Zweizusammenhang.

Gute Entfaltung mit Blocktransformation. Die Abbildungen 5.20(b), (d) und (f)

zeigen, dass die Entfaltung der Zeichnungen mit Blocktransformation gut gelingt. In der

Zeichnung zu EAllIn werden die optimierten Ästhetikkriterien erreicht: Die Kanten weisen

eine ähnliche Länge auf, die Winkel sind uniform und die Knoten sehr gut separiert. Im

Zentrum des Graphen fallen einige Kanten auf, die lang gezeichnet sind, um die Teilgra-

phen voneinander zu separieren. Derartig lange Kanten im Zentrum des Graphen werden

auch durch die Kon�gurationen EBicon und EFreeSim erzeugt. Die Knoten in der Zeichnung

zu EBicon sind mit Blocktransformation wesentlich besser separiert als ohne Blocktransfor-

mation. Zwar zeigt auch die Optimierung mit Blocktransformation, dass der Kon�guration

eine Separationskomponente fehlt. Dennoch wird die Baumstruktur an der Endzeichnung

besser ersichtlich. Auch die Annäherung der Winkel um die Knoten und der Kantenlän-

gen des Graphen gelingt. Bei der Zeichnung zu EFreeSim sind diese Kriterien ebenfalls

erfüllt. Hier ist besonders der Ein�uss der Separationskomponente auf die Winkel beacht-

lich: Knoten mit hohem Grad weisen ähnliche Winkel auf, obwohl die Winkelähnlichkeit

nicht explizit optimiert wird.

Idealabstand-Kon�gurationen. In Abbildung 5.21 sind die Zeichnungen des Baumes

aus Abbildung 5.18 durch die Kon�gurationen EID und IdealDistanceMD nach 150 · |V |
Iterationen ohne und mit Blocktransformation aufgeführt.

Abbildung 5.21(a) zeigt die Optimierung zur Kon�guration EID ohne Blocktransfor-

mation. Drehungen um Knoten mit unähnlichen Winkeln bleiben auch hier aus. Ein Ver-

sperrungse�ekt tritt jedoch nicht ein. Der obere Bereich der Zeichnung, der bei den Kon�-

gurationen EAllIn, EBicon und EFreeSim in Abbildung 5.20 gedrungen erscheint, ist durch

die Kon�guration EID entzerrt. Dies ist auf die globale De�nition der Energiekomponen-

te IdealDistanceMD zurückzuführen, welche die Abstände aller Knotenpaare berück-

sichtigt. Au�ällig sind einige lange Kanten. Diese stehen im Widerspruch zur Ideallänge-

Forderung, die uniforme Kantenlängen impliziert.
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(a) EID ohne Blocktransformation (b) EID mit Blocktransformation

(c) IdealDistanceMD ohne Block-

transformation

(d) IdealDistanceMD mit Block-

transformation

Abbildung 5.21: Zeichnungen des Baumes aus Abbildung 5.18 durch die Kon�gurationen EID

und IdealDistanceMD nach 150 · |V | Iterationen ohne und mit Blocktransformation.
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Abbildung 5.21(b) zeigt die Optimierung zur Kon�guration EID mit Blocktransfor-

mation. Die Zeichnung ist deutlich besser entzerrt und die Knoten sind global im Sinne

des idealen Abstandes angeordnet. Die längste Kante ist nur geringfügig länger als die

durchschnittliche Kantenlänge.

Bei der Optimierung der reinen Kon�guration IdealDistanceMD ergeben sich schlecht

separierte Knoten. Im Vergleich der Abbildungen 5.21(c) und (d) zeigt sich jedoch auch

hier der positive Ein�uss der Blocktransformation.

5.2.3 Triangulierte Graphen

Im diesem Abschnitt werden die Kon�gurationen aus Abschnitt 5.2.1 auf triangulierten

Graphen evaluiert. Bei triangulierten Graphen sind alle Gebiete bis auf das Auÿengebiet

Dreiecke. Es gilt die Gleichung |E| = 3 · |V | − 6, sodass der durchschnittliche Knotengrad

2 · |E|/|V | = (6|V | − 12)/|V | ≈ 6 beträgt. Triangulierte Graphen sind zweizusammenhän-

gend, sodass nur die Knotenverschiebung als Variation genutzt wird.

Es werden zwei Zeichnungen beleuchtet, an denen unterschiedliche Aspekte sichtbar

werden.

Abschnitt 5.2.3.1 macht am Beispiel eines triangulierten Graphen deutlich, dass Zeich-

nungen von Graphen mit Knoten mit hohem Grad schwierig zu optimieren sind. Durch

den hohen Grad ergeben sich kleine Winkel und die Beweglichkeit der Knoten ist stark

eingeschränkt. Kleine Winkel und Knoten mit schlechter Separation können in diesem Fall

nicht entzerrt werden.

Abschnitt 5.2.3.2 zeigt Blockadesituationen bei der Optimierung einer Zeichnung mit

sehr langen Kanten. Die Verkürzung der langen Kanten gelingt so lange nicht, bis durch die

Verschiebung weniger Knoten neues Optimierungspotential entsteht. Nachdem die Blocka-

den beseitigt sind, wird die Zeichnung entzerrt.

Energiekomponenten im Kontext triangulierter Graphen. Dreiecke sind stets

konvex. Die Optimierung von Konvexitätsmaÿen beschränkt sich bei triangulierten Gra-

phen auf die Optimierung der Konvexität des Auÿengebietes. Die Komponente CRound⊕

bewirkt die Annäherung der Gebiete an gleichseitige Dreiecke. Dadurch erhält die Kom-

ponente eine separierende Wirkung. Die Komponente VFreedom⊕ betrachtet zu jedem

Knoten nur Kanten, die sich ein Gebiet mit dem Knoten teilen. Dadurch wirkt die Sepa-

rationskomponente sehr lokal.

5.2.3.1 Schlechte Optimierbarkeit durch hohen Grad

Triangulierte Graphen haben einen hohen durchschnittlichen Knotengrad. Entsprechend

drastisch wirkt ein Ungleichgewicht in den Knotengraden. Abbildung 5.22 zeigt einen trian-

gulierten Graphen mit mehreren Knoten, die hohen Grad haben. Dies führt in der initialen
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(a) Initial

(b) Bertault (c) EAllIn

Abbildung 5.22: Zeichnungen eines triangulierten Graphen mit hohen Knotengraden: Durch die

hohen Knotengrade ist diese Zeichnung kaum optimierbar.

Zeichnung in Abbildung 5.22(a) zu kleinen Winkeln und zu schlechter Separation. Die gül-

tige Positionsmenge vieler Knoten umfasst nur wenige Punkte. Entsprechend gering ist das

Optimierungspotential der Zeichnung. Abbildung 5.22(b) zeigt die Zeichnung nach der Op-

timierung durch das Verfahren von Bertault. Abbildung 5.22(c) zeigt die Zeichnung nach

der Optimierung durch PEO. Die Kon�guration EAllIn steht stellvertretend für andere

Kon�gurationen. Es zeigt sich, dass beide Ansätze nicht in der Lage sind, die Separation

der Zeichnung zu verbessern. Auch bei manueller Nachbearbeitung gelingt dies nicht. Diese

Zeichnung entzieht sich prinzipiell einer planaren Optimierung der Separation.

5.2.3.2 Blockaden bei der Beseitigung langer Kanten

Dieser Abschnitt dokumentiert im Detail das Fallbeispiel eines Graphen, der durch das

Verfahren von Bertault zuverlässig optimiert wird, während sich bei PEO lange Artefakte

halten. Es wird ergründet, warum es zunächst nicht gelingt, besonders lange Kanten zu

verkürzen.

Abbildung 5.23 zeigt eine geradlinig planare Graphzeichnung, die als initiale Zeichnung

verwendet wird. Diese zeigt typische Mängel geradlinig planarer Zeichnungen: Die Form ist

an vielen Stellen unansehnlich dreieckig. Es gibt starke Schwankungen in den Kantenlängen

und sehr kleine Winkel. Der Abstand zwischen einigen Knoten fällt gering aus. Besonders
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Abbildung 5.23: Zeichnung eines triangulierten Graphen, die lange horizontale Kanten aufweist.

au�ällig ist der untere Teil der Zeichnung: Hier verlaufen mit sehr geringem Abstand mehr

als 30 sehr lange Kanten in fast horizontaler Richtung.

(a) 30 Iterationen (b) 50 Iterationen (c) 100 Iterationen

Abbildung 5.24: Optimierung der Zeichnung aus Abbildung 5.23 durch das Verfahren von Ber-

tault: Die langen Kanten werden wirksam verkürzt.

Optimierung durch das Verfahren von Bertault. Wie in Abbildung 5.24 deutlich

wird, werden diese Mängel durch das Verfahren von Bertault wirksam behoben. Im Verlauf

zeigt sich, wie die langen Kanten immer mehr zusammengezogen werden. Die Abstoÿung

zwischen den Knoten entzerrt zu nah benachbarte Knotenpaare. Nach 100 Iterationen

haben die kritischen Kanten eine Länge erreicht, die nicht mehr als unverhältnismäÿig lang

wahrgenommen wird. Auch die geringen Winkel sind bis auf wenige Ausnahmen zuverlässig

entzerrt.

Überblick: Optimierung durch PEO-Varianten. Nachfolgend wird der Verlauf einer

Optimierung dieser Zeichnung mit der Energiefunktion ECE beschrieben. Optimierungen

mit den Kon�gurationen EAllIn, EBicon und EID zeigen einen analogen Verlauf: Zunächst

erfolgt eine Optimierung der Randteile der Zeichnung. Die dort be�ndlichen Dreiecke las-

sen sich problemlos ausrichten, sodass die Rundheit der Dreiecke gewährleistet ist und die
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Kanten eine ähnliche Länge erhalten. Die langen Kanten werden jedoch nicht entzerrt.

Dann folgt eine Phase der Stagnation, in der sich nur geringfügige Änderungen ergeben.

Schlieÿlich wandern erste Knoten von rechts unter die langen Kanten. Nachdem ein solcher

Durchbruch geschehen ist, folgen weitere Knoten. Durch die neue Ausrichtung der Knoten

ist es dann möglich, die langen Kanten zu beseitigen. Schlussendlich kann der Graph so

ausgerichtet werden, dass alle Kanten eine ähnliche Länge erhalten und auch die Drei-

ecke rundlich erscheinen. Im Folgenden wird dieser Verlauf an Abbildungen illustriert und

vertieft.

Abbildung 5.25: Anfangsphase der Optimierung der Zeichnung aus Abbildung 5.23 durch PEO:

Nach 50 · |V | Iterationen ist die Zeichnung an den Rändern entzerrt. Die langen Kanten sind noch

nicht verkürzt.

Anfangsphase und Blockaden. Abbildung 5.25 zeigt die Zeichnung nach 50 · |V | Ite-
rationen. Links und rechts oben zeigen sich Dreiecke mit guter Rundheit und ähnlichen

Kantenlängen. Hier ist es durch wenige Verschiebungen möglich, das Optimierungsziel zu

erreichen. Die langen Kanten sind jedoch weiterhin erhalten. Eine geringe Zahl von Knoten

ist nach unten entfaltet, sodass sich die langen Kanten in der Mitte der Zeichnung be�nden.

(a) Links (b) Rechts

Abbildung 5.26: Versperrungse�ekte bei der Optimierung der Zeichnung aus Abbildung 5.23

durch PEO. Die Abbildungen sind Ausschnitte aus der Zeichnung nach 50 · |V | Iterationen.
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Abbildung 5.26 verdeutlicht an zwei Ausschnitten aus der Zeichnung 5.25 Blockaden,

welche die Verkürzung der langen Kanten verhindern. Zur Einordnung der Ausschnitte in

den Originalgraphen sind die Knoten auch in Abbildung 5.25 farblich markiert. Abbildung

5.26(a) zeigt eine Blockadesituation auf der linken Seite der langen Kanten. Der Knoten mit

der Nummer 1 hat eine Vielzahl von Nachbarn. Eine Kante führt steil nach oben zu Knoten

3. Unmittelbar rechts oben be�ndet sich ein weiterer Knoten mit der Nummer 2. Bewegt

sich Knoten 1 zu weit nach rechts, wird die Einbettung um Knoten 3 verletzt, da die Kan-

ten (3, 2) und (3, 1) umorientiert werden. Die steil nach oben verlaufende Kante führt also

zur starken Einschränkung der gültigen Positionsmenge des Knotens 1. Auch im Rahmen

der Möglichkeiten wird der Knoten nicht ganz in Richtung der langen Kante verschoben.

O�entsichtlich würde sonst die Form des Dreiecks (1, 2, 3) in Richtung eines Schlitzes ver-

ändert. Dies bedeutete einen verschlechterten Wert der Komponente CRoundGM. Analog

verhält es sich bei Knoten 1 auf der rechten Seite in Abbildung 5.26(b). Beide Knoten

stehen stellvertretend für eine Vielzahl von Knoten, die auf diese Weise blockiert sind.

(a) Nach 190 · |V | Iterationen (b) Nach 200 · |V | Iterationen

(c) Nach 240 · |V | Iterationen

Abbildung 5.27: Durchbruch beim Erreichen ähnlicher Kantenlängen bei der Optimierung der

Zeichnung aus Abbildung 5.23 durch PEO.

Durchbruch. Abbildung 5.27 zeigt einen Ausschnitt der Zeichnung nach 190·|V |, 200·|V |
und 240 · |V | Iterationen. Im Verlauf dieser Iterationen wandern einige Knoten von rechts

unter die langen Kanten. Dieser Durchbruch wird von zwei Knoten eingeleitet, die rot und

blau markiert sind. Abbildung 5.27(a) zeigt, dass der blaue Knoten nicht blockiert ist und

in Richtung der langen Kanten nach links entweichen kann. In Abbildung 5.27(b) sind der
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rote und der blaue Knoten nach links verschoben. Abbildung 5.27(c) zeigt, dass andere

Knoten folgen.

Abbildung 5.28: Endergebnis der Optimierung der Zeichnung aus Abbildung 5.23 durch PEO:

Nach 500 · |V | Iterationen ist die Zeichnung entzerrt.

Endergebnis. Nach dem Durchbruch werden die Kantenlängen fortlaufend angeglichen.

Nach 500 · |V | Iterationen ist die Zeichnung entzerrt. Abbildung 5.28 zeigt die zugehörige

Zeichnung, die sich durch ähnliche Kantenlängen und rundliche Dreiecke auszeichnet.

5.2.4 Zweizusammenhängende Graphen

Zur Evaluation der Kon�gurationen aus Abschnitt 5.2.1 an zweizusammenhängenden Gra-

phen werden zwei Fallbeispiele betrachtet.

Abschnitt 5.2.4.1 thematisiert die Optimierung eines zweizusammenhängenden Gra-

phen mit 100 Knoten und 150 Kanten. Es zeigen sich starke Ähnlichkeiten in den Zeich-

nungen verschiedener Kon�gurationen. Es wird deutlich, dass bei Kon�gurationen ohne

explizite Optimierung der Separation schlecht separierte Knoten entstehen. Jedoch wirkt

die Komponente CRoundGM entfaltend, sodass schlechte Separation an vielen Stellen

vermieden wird.

Abschnitt 5.2.4.2 zeigt einen Fall, bei dem lange Kanten nicht verkürzt werden. Auÿer-

dem zeigt sich der Unterschied zwischen lokaler Separation, wie sie durch die Komponente

VFreedomGM bewirkt wird, und globalen Abstoÿungskräften bei Bertault.

5.2.4.1 Generierter zweizusammenhängender Graph

Abbildung 5.29 zeigt Zeichnungen eines zweizusammenhängenden Graphen nach 600 · |V |
Iterationen der Optimierung durch verschiedene Kon�gurationen. Der Graph ist durch

die Methode planarBiconnectedGraph des Open Graph Drawing Frameworks (OGDF) [3]

erzeugt worden. Er hat 100 Knoten und 150 Kanten.
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(a) Bertault (b) EID

(c) EFreeSim (d) ECE

(e) EAllIn (f) EBicon

Abbildung 5.29: Zeichnungen eines zweizusammenhängenden Graphen nach 600 · |V | Iterationen
der Optimierung durch verschiedene Kon�gurationen.
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Grundsätzliche Ähnlichkeit. Bei einem ersten Blick auf die Zeichnungen fällt auf,

dass diese sich sehr ähnlich sind. Insbesondere die Kon�gurationen EID, ECE , EAllIn und

EBicon führen zu vergleichbaren Zeichnungen. Gebiete sind zumeist rundlich gezeichnet,

Kanten haben ähnliche Längen. Die Zeichnung des Verfahrens von Bertault unterscheidet

sich hauptsächlich im oberen Teil von den zuvor genannten Zeichnungen.

Symmetrie. Im oberen Teil der Zeichnung be�nden sich zwei groÿe Gebiete. Diese wer-

den durch verschiedene Kon�gurationen unterschiedlich gezeichnet. Bei Bertault sind die

Gebiete mittig geteilt und auf symmetrische Weise gleich groÿ gezeichnet. Bei PEO ist die

Unterteilung nach rechts verzerrt. Während das linke Gebiet eine rundliche Form erhält,

ist das rechte Gebiet durch einen Engpass geteilt. Erst über diesem Engpass bildet sich bei

EID, ECE , EAllIn und EBicon eine rundliche Form aus.

Ausrichtung von Kanten bei Platzmangel, Zickzacke�ekt. In der Mitte der Zeich-

nung sind einige Gebiete beengt gezeichnet. Es zeigen sich deutliche Unterschiede zwischen

der Kon�guration EFreeSim und den anderen Kon�gurationen. EFreeSim zeichnet die Kan-

ten mit normaler Länge. Durch den Platzmangel werden sie in wechselnde Richtungen aus-

gerichtet, sodass ein Zickzacke�ekt entsteht. Die Kon�gurationen ECE , EAllIn und EBicon

tendieren zu verkürzten Kanten. Die verkürzten Kanten werden so ausgerichtet, dass die

Gebiete rundlich sind.

Separation. Alle Zeichnungen weisen vereinzelt Stellen mit schlechter Separation auf.

Vermehrt zeigt sich dies bei den Kon�gurationen ECE und EBicon. Diese Kon�gurationen

optimieren die Separation nicht explizit, sodass beim Auftreten schlecht separierter Stellen

kein Konstrukt Entzerrung bewirkt. Es zeigt sich jedoch auch die Wirkung der Kompo-

nenten CRoundGM, die an vielen Stellen der Zeichnung sehr gute Separation impliziert.

Vertikale Entfaltung. Beim Blick auf die Seitenverhältnisse der Zeichnungen zeigen sich

Unterschiede, inwieweit Zeichnungen vertikal entfaltet werden. Die ursprüngliche Zeich-

nung ist eher horizontal ausgerichtet, wie es für geradlinig planare Zeichnungen üblich ist.

Bei Bertault und EID werden die Zeichnungen im Zuge der Optimierung vertikal entfaltet.

Bei EFreeSim ist die Form des linken oberen Gebietes länglich. Hier zeigt sich die wenig

gestaltende Wirkung der Energiekomponente VFreedomGM.

Lange Kanten. Lange Kanten werden unterschiedlich behandelt. Im unteren Bereich der

Zeichnung sind bei allen PEO-Varianten lange Kanten sichtbar. Bei Bertault ist die entspre-

chende Stelle zusammengezogen. Das Verbindungsstück im oberen Bereich der Zeichnung,

das die beiden groÿen Gebiete voneinander trennt, ist unterschiedlich lang. Bei Bertault
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stoÿen sich der obere und der untere Bereich der Zeichnung ab. Dadurch wird das Ver-

bindungsstück lang gezogen. Dagegen tendieren die Verbindungsstücke bei PEO zu einer

durchschnittlichen Länge.

5.2.4.2 Sierpinski-Dreieck mit veränderter Einbettung

Abbildung 5.30 zeigt Zeichnungen eines Graphen, der topologisch einem Sierpinski-Dreieck

mit Rekursionstiefe vier gleicht. Die Einbettung ist jedoch verändert.

Initiale Zeichnung. Abbildung 5.30(a) zeigt die initiale Zeichnung. Der untere Bereich

der Zeichnung zeigt lange Kanten um einen Knoten mit Grad vier. Die meisten Knoten

des gröÿten Gebietes sind horizontal auf einer Linie darüber angeordnet. Desweiteren sind

Unterschiede in den Kantenlängen und kleine Winkel erkennbar.

Erkennbare Topologie nach der Optimierung. Abbildung 5.30(b) zeigt die Zeich-

nung des Verfahrens von Bertault. Abbildungen 5.30(c) und (d) zeigen Zeichnungen der

PEO-Varianten EID und EAllIn. In den drei Zeichnungen ist die Topologie des Graphen er-

kennbar. Dreiecke sind aufgrund der geringen Unterschiede in den Kantenlängen als solche

erkennbar. Die Zeichnungen sind gut separiert.

Dreiecke, Flächen und Separation. Bei Bertault haben einige Dreiecke unterschiedli-

che Kantenlängen und sind dadurch leicht länglich gezeichnet. Groÿe Gebiete sind groÿ�ä-

chig gezeichnet. Bei den PEO-Varianten haben die meisten Dreiecke gleiche Seitenlängen.

Viele kleine Dreiecke reichen in groÿe Gebiete hinein. Dadurch werden groÿe Gebiete weni-

ger �ächig gezeichnet und die Zeichnung wirkt kompakter. Hier zeigt sich ein Unterschied

in der Separation: Bei Bertault wirken abstoÿende Kräfte auch über groÿe Entfernungen

hinweg. Bei PEO hat die Separation einen lokalen Charakter.

Lange Kanten. Bei Bertault werden einige Knoten vom Rand in Richtung des Knotens

mit den langen Kanten verschoben. Dadurch werden die langen Kanten verkürzt. Bei den

PEO-Varianten bleiben die Kanten um den unteren Knoten lang.

Nutzen des unteren Knotens. Die Position des unteren Knotens zeigt den unterschied-

lichen Fokus der Energiefunktionen EID und EAllIn. Bei EID ist das Optimierungsziel

durch idealen Abstand und damit durch ähnliche Kantenlängen bestimmt. Entsprechend

wird der Knoten in die Mitte seiner vier Nachbarn platziert: Dies verkürzt die Kanten. Bei

EAllIn wirkt die Komponente CRoundGM gestaltend. Der Knoten ist nach unten ausge-

lenkt, um das groÿe Gebiet rund erscheinen zu lassen. Hier zeigt sich der bekannte E�ekt,

dass durch die Positionierung weniger Knoten ein Formmaÿ optimiert wird.
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(a) Initial

(b) Bertault

(c) EID

(d) EAllIn

Abbildung 5.30: Zeichnungen eines Sierpinski-Dreiecks mit Rekursionstiefe vier und veränderter

Einbettung nach 150 · |V | Iterationen der Optimierung durch verschiedene Kon�gurationen.
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5.2.5 Nicht zweizusammenhängende Graphen

Das Verhalten der Kon�gurationen aus Abschnitt 5.2.1 wird beispielhaft auf einem nicht

zweizusammenhängenden Graphen evaluiert. Die E�ekte, die entstehen, sind auch bei wei-

teren nicht zweizusammenhängenden Graphen beobachtet worden.

Bei den Kon�gurationen EFreeSim, ECE , EAllIn und EBicon gelingt die vertikale Entfal-

tung der Zeichnung nicht. In Folge dessen müssen viele Knoten auf engem Raum platziert

werden. Je nach Kon�guration ergeben sich unterschiedliche Artefakte.

Abbildung 5.31 zeigt Zeichnungen eines nicht zweizusammenhängenden Graphen durch

verschiedene Kon�gurationen. Der Graph besteht im Wesentlichen aus einigen Gebieten,

in die Blöcke eingebettet sind. Dabei handelt es sich vor allem um einzelne Brücken oder

um Ketten von Brücken.

Vertikale Entfaltung. Besonders au�ällig ist der mittlere Teil der Zeichnung. Dieser

ist durch die verschiedenen Verfahren unterschiedlich entfaltet. Bei Bertault ist der mitt-

lere Teil in vertikaler Richtung gestreckt. In Folge dessen sind Details der Zeichnung gut

erkennbar. Die Zeichnungen zu EFreeSim, ECE , EAllIn und EBicon sind eher horizontal

ausgerichtet und im mittleren Teil gestaucht. Dadurch werden die hier be�ndlichen Details

nicht genügend sichtbar. Bei EID ist die Stauchung weniger extrem ausgebildet. Dies ist

auf die globale De�nition der Energiekomponente zurückzuführen.

Betrachtung von Ausschnitten. Aufgrund der schlechten Entfaltung sind die Posi-

tionen der Knoten im Mittelteil nur schwer ersichtlich. Abbildung 5.32 zeigt vergröÿerte

Ausschnitte des Mittelteils der Zeichnungen aus Abbildung 5.31, die im Folgenden betrach-

tet werden.

Kurze Kanten bei EID. Abbildung 5.32(a) verdeutlicht einen unerwünschten E�ekt

bei der Kon�guration EID: Die Kanten eines Astes, der zu wenig Platz hat, haben kurze

Länge. Durch die geringen Werte der durchschnittlichen Kantenlängen um die beteiligten

Knoten ist der Beitrag der Knoten zur Komponente VFreedomGM hoch. Die Knoten

gelten als gut separiert. Der hohe Separationswert dieser Knoten komponsiert o�enbar die

Verringerung des Wertes der Komponente IdealDistanceMD durch die kurzen Kanten.

Zickzacke�ekt bei EFreeSim. Abbildung 5.32(b) zeigt den bekannten Zickzacke�ekt bei

der Kon�guration EFreeSim. Die Anhebung der Kantenlängen auf geringem Raum erfolgt

durch extreme Winkeländerungen. Die Knoten sind mäÿig separiert.

Fehlende Separation bei ECE und EBicon. Abbildungen 5.32(c) und (e) lassen das

degenerierte Verhalten der Kon�gurationen ECE und EBicon erkennen. Die Notwendigkeit

einer expliziten Optimierung der Separation wird deutlich. ECE enthält keine Restriktionen
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(a) Bertault (b) EID

(c) EFreeSim (d) ECE

(e) EAllIn (f) EBicon

Abbildung 5.31: Zeichnungen eines Graphen mit verschachtelten Brücken nach 150 · |V | Itera-
tionen der Optimierung durch verschiedene Kon�gurationen.
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(a) EID

(b) EFreeSim (c) ECE

(d) EAllIn (e) EBicon

Abbildung 5.32: Platzmangel wegen schlechter Entfaltung: Je nach Kon�gurationen ergeben sich

unterschiedliche E�ekte zur Komponsation des Platzmangels, der durch mangelnde Entfaltung der

Zeichnung entsteht � Vergröÿerte Ausschnitte des Mittelteils der Zeichnungen aus Abbildung 5.31.
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der Richtung, in die Brücken ausgerichtet werden. Da Formmaÿe Brücken nicht behandeln,

�ieÿt hier allein die Länge der Brücken in die Energiefunktion ein. Dies führt zu lang

gezeichneten Kanten auf engem Raum. Die Kantenlängen werden nur durch die Gültigkeit

beschränkt, was schlechte Separation zur Folge hat. Bei EBicon wirkt die Komponente

VAngleSimGM,MD in Richtung der Angleichung der Winkel um die Knoten. Die E�ekte

durch lang gezeichnete Kanten auf engem Raum entstehen dennoch analog.

Kompromisse bei EAllIn. Abbildung 5.32(d) zeigt die Positionierung des Astes durch

die Kon�guration EAllIn. Aufgrund des Platzmangels wird ein Kompromiss zwischen den

Energiekomponenten ELSimMD,VFreedomGM undVAngleSimGM,MD eingegangen. Zu

Beginn des Astes sind die Kanten kurz gezeichnet. Die Winkel sind jedoch ähnlich und der

Beitrag der Knoten zur Separationskomponente ist wegen der geringen durchschnittlichen

Kantenlänge hoch. Dann erfolgt eine Winkeländerung im Verlauf des Astes zu Gunsten

der Separation. Zwei Kanten am Ende des Astes sind entgegengesetzt zur ursprünglichen

Richtung des Astes ausgelenkt und länger gezeichnet als die vorherigen. Die Länge der

Kante kommt der Ähnlichkeit der Kantenlängen entgegen, impliziert aber ungleiche Winkel

und mäÿige Separation.

5.3 Kreuzungen und Knicke

Dieser Abschnitt evaluiert die Erweiterungen von PEO aus Abschnitt 3.5. Dort wird das

Verfahren um die Funktionalität erweitert, Zeichnungen mit Kreuzungen und Knicken zu

adaptieren.

Abschnitt 5.3.1 verdeutlicht grundsätzliche Wirkungsweisen im Zusammenhang mit

Kreuzungen und Knicken.

Abschnitt 5.3.2 adaptiert Zeichnungen anderer Verfahren.

Abschnitt 5.3.3 beleuchtet schlieÿlich die Möglichkeiten einer dynamischen Knickent-

fernung.

Kräftebasierte, orthogonale und hierarchische Zeichnungen, die als initiale Zeichnungen

verwendet werden, sind mit Hilfe des GoVisual Diagram Editors (GDE) [2] erzeugt worden.

5.3.1 Grundsätzliche Wirkungsweisen

In diesem Abschnitt werden die grundsätzlichen Wirkungszusammenhänge im Zusammen-

hang mit Kreuzungen und Knicken aufgedeckt. Dazu werden zunächst weiche und harte

Kreuzungsbegradigung gegeneinander abgegrenzt. Dann erfolgt eine Betrachtung der äs-

thetischen Möglichkeiten von Knicken.
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(a) Initial (b) Keine Begradigung (c) Harte Begradigung

(d) Weiche Begradigung

(25% der Energiefunktion)

(e) Weiche Begradigung

(50% der Energiefunktion)

(f) Weiche Begradigung

(75% der Energiefunktion)

Abbildung 5.33: Verschiedene Formen der Begradigung.

5.3.1.1 Harte und weiche Kreuzungsbegradigung

Abbildung 5.33 verdeutlicht verschiedene Formen der Begradigung. Die initiale Zeichnung

in Abbildung 5.33(a) zeigt 11 Knoten und 6 Kreuzungen. Die Kreuzungen sind begradigt,

jedoch wirkt die Zeichnung deformiert. Zur Optimierung wird die Kon�guration EBicon

verwendet.

• Keine Begradigung: Abbildung 5.33(b) zeigt die Zeichnung einer Optimierung oh-

ne Begradigung. Kreuzungen werden wie normale Knoten verschoben, um beispiels-

weise die Rundheit der Gebiete zu optimieren. Dadurch entstehen um Kreuzungskno-

ten groÿe Winkel. Die mangelnde Begradigung erzeugt Missverständnisse darüber,

welche Knoten verbunden sind. Hier ist die Wichtigkeit der Kreuzungsbegradigung

erkennbar.

• Harte Begradigung: Abbildung 5.33(c) enthält die Zeichnung einer Optimierung

mit harter Begradigung. Hier sind die Kreuzungen vollständig begradigt. Trotz der

Einschränkungen durch die starren Kreuzungsknoten gelingt es, eine Zeichnung mit

rundlichen Gebieten zu erzeugen.

• Weiche Begradigung: Die Abbildungen 5.33(d)-(f) zeigen Zeichnungen von Op-

timierungen mit weicher Begradigung. Die Energiefunktion ist um die Komponente

StraightCrossGM erweitert. Dabei erhält die Komponente ein relatives Gewicht

von 25%, 50% und 75%.
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Bei der Optimierung mit Gewicht 25% in Abbildung 5.33(d) ist der Ein�uss der Be-

gradigungskomponente erkennbar. Missverständliche Stellen werden durch die Ener-

giekomponente vermieden. Insbesondere zur Bewirkung rundlicher Dreiecke werden

jedoch Knicke der Originalkanten in Kreuzungsknoten in Kauf genommen.

Bei der Optimierung mit Gewicht 50% in Abbildung 5.33(e) sind die Kreuzungen

weitestgehend begradigt. Die Zeichnung ist der Zeichnung zur harten Begradigung

ähnlich. Jedoch ist bei genauem Hinschauen weiterhin erkennbar, dass die Kreu-

zungsknoten eine unabhängige Position erhalten. Für einige Originalkanten stellen

die Kreuzungsknoten einen Knick dar.

Die Optimierung mit Gewicht 75% in Abbildung 5.33(f) zeigt Stagnation. Die Zeich-

nung erinnert stark an die initiale Zeichnung, in der die Kreuzungen begradigt sind.

Weder normale Knoten noch Kreuzungsknoten werden verschoben: Die Begradigung

hat ein so hohes Gewicht, dass temporäre Verschlechterungen der Begradigung nicht

durch Verbesserungen der anderen Energiekomponenten kompensiert werden.

5.3.1.2 Ästhetisches Potential von Knicken

Abbildung 5.34: Organischer Kanten�uss durch das Zusammenspiel von Knicken und Rundheit.

Es ist ein bekanntes Phänomen, dass eine Kette von Geradensegmenten, die mit gerin-

gem Knickwinkel aufeinander folgen, vom Betrachter wie eine stetige Kurve wahrgenommen

wird. Es ist möglich, durch Knicke die Form der Kanten zu gestalten. Im Extremfall sind

Knickanzahl und Knickwinkel derart ausgewogen, dass der Eindruck einer geschwungenen

Kurve entsteht und die Knicke nicht als solche erkannt werden. Auch auf weniger extre-

me Weise können Knicke genutzt werden, um ästhetische Vorteile in Graphzeichnungen

zu erzielen. In welcher Weise das ästhetische Potential von Knicken genutzt wird, hängt

wesentlich von der verwendeten Energiefunktion ab.

Abbildung 5.34 zeigt, wie durch die Einführung von Knicken neues Optimierungspo-

tential bezüglich der Rundheit entsteht und ausgenutzt wird, sodass sich ein organischer

Kanten�uss ergibt.

Dieser E�ekt kann positiv und negativ eingeordnet werden: Ein organischer Kanten�uss

entspricht eher der Art und Weise, wie ein Mensch den Graphen zeichnen würde. Anderer-

seits kann man argumentieren, dass geradlinige Kanten der Struktur des Graphen besser

gerecht werden und dass hier Details visualisiert werden, die der Graph nicht hergibt.
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5.3.2 Adaption verschiedener Verfahren

Ein wesentlicher Vorteil der Erweiterung von PEO um Kreuzungen und Knicke ist es,

dass das Verfahren dadurch bemächtigt wird, jegliche Art von Polygonlinienzeichnungen

zu ö�nen und zu optimieren.

Die nachfolgenden Untersuchungen zeigen am Beispiel eines planaren Graphen die Ad-

aption verschiedener Zeichenverfahren zur Nachbearbeitung. Die Nachbearbeitung verwen-

det harte Kreuzungsbegradigung. Dies bietet sich an, da die Kreuzungen in den Ursprungs-

zeichnungen begradigt sind. Bei Zeichnungen, in denen keine Knicke verwendet werden,

erfolgt zum Vergleich auch eine Nachbearbeitung durch das Verfahren von Bertault. Es

wird die Energiekon�guration EAllIn verwendet, die eine Vielzahl von Optimierungszielen

aggregiert.

5.3.2.1 Nachbearbeitung einer geradlinig planaren Zeichnung

(a) Geradlinig planare Zeichnung

(b) Nachbearbeitung durch PEO (c) Nachbearbeitung durch Bertault

Abbildung 5.35: Nachbearbeitung einer geradlinig planaren Zeichnung.

Die geradlinig planare Zeichnung in Abbildung 5.35(a) zeigt typische Nachteile gerad-

linig planarer Zeichnungen: starke Unterschiede in den Kantenlängen, kleine Winkel und

eine schlechte Entzerrung.

Abbildung 5.35(b) zeigt die Nachbearbeitung durch PEO, welche diese Unzulänglich-

keiten zuverlässig beseitigt. Der Ein�uss der Energiekomponenten wird deutlich: Die Zeich-

nung ist gut separiert und weist rundliche Gebiete auf. Auch die Kanten haben eine ähnliche

Länge. Au�ällig ist der Knoten ganz unten, um den sich zwei sehr lange Kanten be�nden.
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Dies ist auf die Wirkung von VFreedom zurückzuführen: Da die beiden Kanten in hori-

zontaler Richtung eine weite Strecke überbrücken, wird der Knoten nach unten verschoben,

um ihn angemessen vom Restgraphen zu separieren.

Die Zeichnung in Abbildung 5.35(c) zeigt die Nachbearbeitung durch das Verfahren

von Bertault. Auch hier wird eine gute Qualität der Zeichnung erreicht. Die Zeichnung ist

gut separiert und enthält rundliche Gebiete. Kanten weisen eine ähnliche Länge auf.

5.3.2.2 Nachbearbeitung einer kräftebasierten Zeichnung

(a) Zeichnung des Kräfteverfahrens FM3 (b) Nachbearbeitung durch PEO

(c) Nachbearbeitung durch Bertault

Abbildung 5.36: Nachbearbeitung einer Zeichnung des Kräfteverfahrens FM3.

Abbildung 5.36(a) zeigt eine Zeichnung des Kräfteverfahrens FM3 [16]. Die Zeichnung

weist zehn Kreuzungen auf. Besonders fatal ist der geringe Abstand zwischen Kreuzun-
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gen und Knoten, der sich hier mehrfach beobachten lässt. Ein Extremfall ist am unteren

Ende der Zeichnung zu sehen: Rechts über dem Dreieck be�ndet sich eine Kreuzung, die

in der initialen Zeichnung mit einem Knoten zusammenfällt. So wird unweigerlich das

Missverständnis erzeugt, der besagte Knoten sei mit den Endknoten der kreuzenden Kan-

te verbunden. Auÿerdem fällt auf, dass an den äuÿeren Enden der Zeichnungen starke

abstoÿende Kräfte wirken. Unten links und oben richten sich die Knoten sehr länglich aus.

Abbildung 5.36(b) zeigt die Nachbearbeitung der Zeichnung durch PEO. Die explizite

Berücksichtigung der Kreuzungsknoten ist deutlich erkennbar. Diese sind wesentlich besser

separiert. Auch die Dreiecke und andere Gebiete, die im Zusammenhang mit Kreuzungen

entstehen, werden angemessen rund gezeichnet. Die Zeichnung erscheint insgesamt weniger

gedrungen.

Die Nachbearbeitung durch das Verfahren von Bertault in Abbildung 5.36(c) beinhal-

tet nur wenige Änderungen im Vergleich zur Ausgangszeichnung. Die länglichen Stellen im

Graphen sind weiterhin länglich. Allerdings wird der Ein�uss der abstoÿenden Kräfte zwi-

schen Knoten und Kanten sichtbar. Durch diese Kräfte werden Knoten von benachbarten

Kreuzungen separiert.

Im unteren Teil der Zeichnung kreuzt eine Kante drei weitere Kanten. Dort zeigt sich

ein Unterschied in der Behandlung von Kreuzungen durch PEO und das Verfahren von

Bertault. Bei PEO wird jedes der Kreuzungssegmente so optimiert, dass die Länge des

Segmentes der Länge einer typischen Kante ähnlich ist. Bei Bertault wird die Kante nur

minimal durch die Abstoÿung der kreuzenden Kanten verlängert. Zwischen den Kreuzungen

wirken keine Kräfte. Dadurch liegen die Kreuzungen nah beieinander.

5.3.2.3 Nachbearbeitung einer hierarchischen Zeichnung

(a) Hierarchische Zeichnung (b) Nachbearbeitung durch PEO

Abbildung 5.37: Nachbearbeitung einer hierarchischen Zeichnung.
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Die hierarchische Zeichnung in Abbildung 5.37(a) weist besonders viele Kreuzungen

auf. Besonders au�ällig sind wenige Kanten, die seitlich verlaufen und eine Vielzahl von

Kreuzungen erzeugen. Eine Kante, die zudem noch stark geknickt wird, erzeugt sieben

Kreuzungen. Hinsichtlich der Planarität des Graphen macht dies deutlich, dass Einschrän-

kungen in den Zeichenkonventionen starke Implikationen für die Anzahl der Kreuzungen

haben können.

Abbildung 5.37(b) zeigt die Zeichnung nach der Nachbearbeitung. Die Zeichenkonven-

tionen werden hier mangels einer Formalisierung durch die Energiefunktion durchbrochen.

So wird der Knick oben in der Zeichnung nach oben gerichtet, um eine stärkere Rundheit zu

bewirken. Auch die Schichtzuweisung ist aufgelöst. Es wird ersichtlich, dass das Verfahren

die Positionen und Abstände der Kreuzungen explizit berücksichtigt: Geringe Abstände von

Kreuzungen und kleine Winkel werden entzerrt. Auch Flächen, die durch Kreuzungsknoten

entstehen, bekommen im Rahmen der Einschränkungen gemäÿ der Rundheit und der Um-

fangsgerechtigkeit eine angemessene Form zugewiesen. Die Knickwinkel der Kante, die sehr

viele Kreuzungen induziert, werden verringert. Die Qualität der Zeichnung wird dennoch

maÿgeblich durch die Kreuzungen gestört. Da bei PEO keine nachträgliche Reduktion der

Kreuzungszahl vorgesehen ist, bekräftigt dies die Relevanz der Kreuzungsminimierung vor

Anwendung des Verfahrens.

5.3.2.4 Nachbearbeitung einer orthogonalen Zeichnung

(a) Orthogonale Zeichnung (b) Nachbearbeitung durch PEO

Abbildung 5.38: Nachbearbeitung einer orthogonalen Zeichnung.

Zuletzt zeigt Abbildung 5.38(a) die Zeichnung des Graphen durch ein orthogonales

Zeichenverfahren. Da der Graph planar ist, weist die Zeichnung keinerlei Kreuzungen auf.

Jedoch enthält die Zeichnung einige Knicke.
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Abbildung 5.38(b) enthält die Optimierung der Zeichnung durch PEO. Dabei wird

ein ebenso gutes Ergebnis erzielt wie bei der planaren Ausgangszeichnung in Abbildung

5.35(b). Die Knicke werden nicht aufgelöst, sondern gewinnbringend genutzt, um Ge-

biete runder erscheinen zu lassen oder Knoten besser zu separieren. Hier zeigt sich der

Ein�uss der Komponenten CRoundGM und VFreedomGM. An Stellen, an denen ein

Knick nur geringen Mehrwert bringt, wird der Knickwinkel zu Gunsten der Komponente

VAngleSimGM,MD verringert. Ein prüfender Blick auf die Zeichnung o�enbart, dass hier

keine Verschiebungen erforderlich wären, um alle Knicke zu begradigen und dennoch die

Gültigkeit zu erhalten.

5.3.3 Knickentfernung

Interessant ist die Frage, wie sich orthogonale Zeichnungen entwickeln, die viele Knicke

aufweisen. Im Hinblick auf ein geradliniges Verfahren ist die Entfernung der Knicke wün-

schenswert. Dazu wird die Knickentfernung aus Abschnitt 3.5.2.3 exemplarisch untersucht.

Kon�guration zur Knickentfernung. Um dem Erfolg der Knickentfernungen Vor-

schub zu leisten, wird die Energiefunktion um eine stark gewichtete Komponente zur Ver-

ringerung der Knickwinkel erweitert. Insgesamt wird die folgende Kon�guration verwendet:

E := GM([1, EAllIn],

[1,BendAngleSimGM,MD]) (5.9)

5.3.3.1 Orthogonale Zeichnung mit vielen Knicken

Abbildung 5.39 dokumentiert die erfolgreiche Optimierung einer orthogonalen Zeichnung

durch diese Kon�guration. Die orthogonale Zeichnung verwendet rechteckige Knoten. Zur

Konvertierung wurden die Befestigungspunkte der Kanten an den Knoten als Knicke ein-

geführt und mit dem Knotenzentrum verbunden. Abbildung 5.39(a) enthält die initiale

Zeichnung. Es zeigt sich, dass wenige Knoten hohen Grad haben. Einige Kanten werden

um die gesamte Zeichnung herum geführt.

Nach 50 · |V | Iterationen (Vergleich (b)) ist die Form der Zeichnung rundlicher. Die

orthogonale Zeichenkonvention ist aufgelöst. Einige Knicke sind entfernt, was jedoch wegen

der Verwendung der Andockpunkte als nutzbringende Knicke wenig au�ällig ist.

Nach 100 · |V | Iterationen (Vergleich (c)) ist die Knickzahl allerdings deutlich reduziert.

Besonders triviale Knicke, die der orthogonalen Zeichenkonvention zuzurechnen sind, aber

keine überbrückende Funktion hatten, sind entfernt. Der Knoten mit hohem Grad rechts

auÿen zeigt den Ein�uss der Knickwinkelkomponente: In Abbildung (b) sind die Knick-

winkel der Kanten dieses Knoten noch groÿ und die Knicke können nicht entfernt werden.

Viele nach links ausgerichtete Kantensegmente beschränkten zudem die Bewegungsfreiheit
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(a) Initiale Zeichnung (b) Nach 50 · |V | Iterationen

(c) Nach 100 · |V | Iterationen (d) Nach 150 · |V | Iterationen

Abbildung 5.39: Erfolgreiche Anwendung von Knickentfernung als Variation bei einem Graphen

mit vielen Knicken.

des Knotens nach oben. Da sich das Gewicht der Knickwinkelkomponente aufgrund der

schrumpfenden Anzahl der Knicke auf immer weniger Knicke verteilt und die Gültigkeit

dies erlaubt, wird der Knoten nach oben verschoben.

Die Begradigung der Knickwinkel ermöglicht auch das Au�ösen ursprünglich sehr kom-

plexer Knicke: Nach 150 · |V | Iterationen enthält die Zeichnung nur noch drei Knicke (Ver-

gleich (d)). Im weiteren Verlauf verschiebt sich der für die Knicke verantwortliche Knoten

wegen der starken Gewichtsballung der Knickwinkelbegradigung weiter nach rechts oben.

Nach 210 · |V | Iterationen sind schlieÿlich alle Knicke begradigt.

Es ist erfreulich, dass alle Knicke entfernt werden können. Angesichts des hohen Grades

vieler Knoten und der Tatsache, dass einige Kanten mit einer Knickwinkelsumme von 270
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Grad um die gesamte Zeichnung herum geführt werden, dokumentiert dies das Potential

der Kon�guration.

5.3.3.2 Vollständiger Graph mit acht Knoten

(a) Initiale Zeichnung (b) Nach 250 · |V | Iterationen

Abbildung 5.40: Erfolgreiche Anwendung von Knickentfernung als Variation bei dem Graphen

K8.

Abbildung 5.40(a) zeigt eine orthogonale Zeichnung des GraphenK8. Dies ist ein Graph

mit acht Knoten, wobei alle Knotenpaare durch Kanten verbunden sind. Die orthogonale

Zeichnung erzeugt 18 Kreuzungen. Abbildung 5.40(b) zeigt die Zeichnung nach 250 · |V |
Iterationen Optimierung zur Knickentfernung. Es wird deutlich, dass viele Knicke entfernt

werden können. Jedoch be�nden sich besonders auÿen einige Knicke, deren Entfernung

komplexe Verschiebungssequenzen erfordert, die von der Präferenz der Energiefunktion

nicht unterstützt werden. Trotz der vielen abhängigen Kreuzungsknoten gelingt es, einen

entsprechenden Anteil der Knicke zu entfernen.



Kapitel 6

Zusammenfassung und Ausblick

Im Rahmen dieser Diplomarbeit ist der Planare Energie-Optimierer (PEO) entwickelt wor-

den, ein energiebasiertes Verfahren zur Optimierung geradlinig planarer Graphzeichnungen.

Geeignete Variationsoperatoren erzeugen kreuzungsfreie Nachfolgezeichnungen mit unver-

änderter planarer Einbettung. Diese werden durch eine Energiefunktion bewertet und die

Zeichnung mit dem höchsten Energiewert für die weitere Optimierung übernommen.

Einen Schwerpunkt bildet die Entwicklung von Energiekomponenten, die Ästhetikkri-

terien für Graphzeichnungen formalisieren. Die wichtigsten Komponenten werden nachfol-

gend aufgeführt.

• CRoundGM bewirkt die Rundheit der sichtbaren Kreise und hat eine entfaltende

Wirkung. Die sichtbaren Kreise sind aufgrund der �xierten Einbettung bekannt.

• ELSimMD bewirkt ähnliche Kantenlängen.

• VFreedomGM bewirkt die Separation der Knoten. Für jeden Knoten wird der mi-

nimale Abstand zu einem Objekt ins Verhältnis zur durchschnittlichen Kantenlänge

um den Knoten gesetzt.

• VAngleSimGM,MD bewirkt ähnliche Winkel um die Knoten.

• IdealDistanceMD bewirkt die Annäherung der Distanzen von Knotenpaaren an

die Länge eines kürzesten Pfades zwischen den Knoten.

Die Normierung der Energiekomponenten auf den gemeinsamen Wertebereich [0, 1] er-

möglicht das Zusammenführen verschiedener Optimierungsziele. Die Energiekomponenten

können unverändert auf planarisierte Graphen angewendet werden, bei denen Kantenkreu-

zungen durch Kreuzungsknoten ersetzt werden. Die Begradigung der Winkel um Kreu-

zungsknoten wird wirksam durch die Variation oder die Energiefunktion erreicht.

In experimentellen Studien wurde gezeigt, dass sich PEO sehr gut für die Nachbear-

beitung geradlinig planarer Zeichnungen eignet. Derartige Zeichnungen zeigen oft kleine

105
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Winkel und groÿe Unterschiede in den Kantenlängen. Zudem ist die Form der Zeichnungen

häu�g dreieckig und Knoten sind schlecht separiert. Mischkon�gurationen von PEO sind

besonders auf zweizusammenhängenden Graphen sehr erfolgreich, da Kantenlängen an-

geglichen, Knoten besser separiert und Gebiete rundlich gezeichnet werden. Insbesondere

ist die Endzeichnung planar � bei Zeichnungen kräftebasierter Verfahren entstehen nicht

selten Kantenkreuzungen.

Bei einigen Zeichnungen werden sehr lange Kanten nicht hinreichend verkürzt. Dies

kann vermutlich durch ein neues Ähnlichkeitsmaÿ erreicht werden, das Ausreiÿer nach

oben wirkungsvoll bestraft und dennoch sinnvoll auf das Intervall [0, 1] normiert ist. Bei

ersten Versuchen unter Verwendung der Varianz erweist sich die Normierung als besondere

Herausforderung.

Einige Zeichnungen von nicht zweizusammenhängenden Graphen werden bisher nicht

hinreichend entfaltet. Dadurch müssen viele Knoten auf engem Raum gezeichnet werden

und es kommt zu schlechter Separation oder kurzen Kanten. Bei Davidson und Harel [9]

und Bertault [6] stoÿen sich Knoten noch über weite Entfernungen hinweg ab. Interessant

wäre eine Komponente, die eine solche kontinuierliche Abstoÿung zwischen Knoten eines

Gebietes realisiert. Auch bei dieser Komponente sollte der Wertebereich auf das Intervall

[0, 1] beschränkt sein � idealerweise wandelt eine monotone Funktion mit Wertebereich

[0, 1] Distanzen in einen Erfülltheitsgrad der Separation um. Für eine Distanz d und eine

Referenzlänge L könnte eine Funktion wie diese verwendet werden:

Sep(d, L) =
d

d+ L
(6.1)

Abbildung 6.1: Kurvenverlauf einer denkbaren kontinuierlichen Separationsfunktion Sep(d, 20),
die im Wertebereich [0, 1] bleibt.

Abbildung 6.1 zeigt den Verlauf der Funktion Sep(d, 20) für d ∈ [0, 100]. Eine kontinu-

ierliche Separationskomponente kann vermutlich auch bei nicht zweizusammenhängenden

Graphen eine bessere Entfaltung der Zeichnung bewirken.
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